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Διάρηζηα Δπηθαιύπηνληα Γέλδξα

• Οξηζκόο
• Δύξεζε Δπηθαιύπηνληνο Γέλδξνπ κε Διάρηζην 

Βάξνο, δειαδή ειάρηζην άζξνηζκα βαξώλ αθκώλ

• Αιγόξηζκνη Prim, Kruskal, Baruvka
• Βαζίδνληαη ζηελ ηερληθή ηεο Απιεζηίαο

• Η νξζόηεηα ηνπο ζηεξίδεηαη ζην ίδην ζεώξεκα
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Θεώξεκα Οξζόηεηαο ΔΔΓ

• Γνζέληωλ ελόο ζπλεθηηθνύ βεβαξεκέλνπ γξαθήκαηνο G

θαη κίαο δηακεξίζεωο (V1,V2) ηνπ ζπλόινπ ηωλ θνξπθώλ, 

ππάξρεη έλα ΔΔΓ Τ πνπ πεξηιακβάλεη ηελ αθκή e

ειαρίζηνπ βάξνπο, ζπλδένπζα θνξπθή ηνπ V1 κε θνξπθή 

ηνπ V2

e'

e

T

V1

V2



Π. Μπνδάλεο ΣΗΜΜΤ - Αιγόξηζκνη 2014-2015 3

Αιγόξηζκνο Kruskal

• Δμεηάδεη κία πξνο κία ηηο αθκέο, θαηά αύμνπζα
ηηκή βάξνπο, θαη ηηο πξνζζέηεη κόλνλ εθόζνλ δελ 
δεκηνπξγείηαη θύθινο

– Ξεθηλά από V ζηνηρεηώδε δέλδξα, ηα νπνία, ελ ηέιεη,  
κε ηηο δηαδνρηθέο πξνζαξηήζεηο αθκώλ, ελνπνηνύληαη 
ζην ηειηθό ΔΔΓ

– Οξζόηεηα: 

• ΢ε θάζε βήκα, έζηω e=(a,b) ε αθκή πνπ επηιέγεηαη, κε a<b

• V1= όιεο νη πξνζπειάζηκεο θνξπθέο, κέζω κνλνπαηηώλ από 
αθκέο δέλδξωλ, ηήο a

• V2 = V-V1
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Παξάδεηγκα
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{0}, {1}, {2},{3},{4}, {5},{6},{7} {0}, {1}, {2},{3},{4}, {5,6},{7} {0,2}, {1}, {3},{4}, {5,6},{7}

{0,2}, {1,3},{4}, {5,6},{7} {0,2}, {1,3,4}, {5,6},{7} {0,2,1,3,4}, {5,6},{7}

{0,2,1,3,4}, {5,6,7} {0,2,1,3,4}, {5,6,7} {0,2,1,3,4,5,6,7}
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Ψεπδνθώδηθαο

Algorithm kruskalMST(graph g)

1.  list mstList = new list(); 

2.  unionfind u = new unionfind(g.V); // δνκή union find, αξρηθνπνηεκέλε κε ηα V κνλνζύλνια-δέλδξα

3.  sort(g.Edges); int i=0;                    // ηαμηλόκεζε ηωλ αθκώλ ζε ρξόλν Ο(ΕlogE)

4.  while ((i < g.E) && (mstList.nofElements() < g.V)) // O(Elog*E) ή O(Va(E,V))

5.    if (!u.find(g.Edges[i].v, g.Edges[i].w)){   // δηαθνξεηηθά δέλδξα - ζπλνιηθά, # E finds

6.       u.union(g.Edges[i].v, g.Edges[i].w);     // ζπλέλωζε ηωλ δύν δέλδξωλ - ζπλνιηθά, # V-1 unions

7.       mstList.addLast(g.Edges[i]);

8.       i++;

9.    }

10. return mstList;

• Πνιππινθόηεηα: Ο(ΕlogE) εμ αηηίαο ηνπ sorting

• Eλαιιαθηηθά, α) radix sort  O(Elog*E) ή Ο(Va(E,V)), εάλ ρξεζηκνπνηεζνύλ 
θαηάιιειεο δνκέο union find, β) νπξά πξνηεξαηόηεηαο  Ο(Ε+Ε’logV), E’ πιήζνο 
αθκώλ κε βάξνο κηθξόηεξνπ ηεο βαξύηεξεο αθκήο ηνπ  ΔΔΓ
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Αιγόξηζκνο Prim

• Ξεθηλώληαο από έλα ζηνηρεηώδεο δέλδξν-

θνξπθή, ην επεθηείλνπκε, αθκή πξνο αθκή, 

επηιέγνληαο θάζε θνξά ηελ ειαθξύηεξε 

αθκή πνπ ζπλδέεη θνξπθή ηνπ ηξέρνληνο 

δέλδξνπ κε θνξπθή εθηόο (αλήθνπζα, 

δειαδή, ζην ζύλνιν παξπθήο)

• Οξζόηεηα: V1 νη θνξπθέο ηνπ ππό 

δηακόξθωζε EEΓ, V2=V- V1
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Λύζε Πνιππινθόηεηαο Ο(ElogV)
Algorithm primMST(graph g)

1.  pqueue pq  = new pqueue(0,0);          // βνεζεηηθή νπξά αλεμεξεύλεηωλ θνξπθώλ

2.  boolean[] isIn = new boolean[g.V];  // βνεζεηηθόο πίλαθαο θνξπθώλ ππό δεκηνπξγία ΕΕΔ

3.  double[] key = new double[g.V]; // βνεζεηηθόο πίλαθαο πξνηεξαηνηήηωλ , κία γηα θάζε θνξπθή

4.  for (v = 0; v < g.V; v++){                  // αξρηθνπνίεζε

5.    isIn[v] = false; 

6.    key[v] = INFTY; 

7.    pq.insKey(v, key[v]);   //  V θνξέο

8.  }  

9.   while (!pq.isEmpty()){   // όζν ππάξρνπλ αλέληαρηεο θνξπθέο

10.    v = pq.delMin();  // ειαθξύηεξε αθκή κε απόιεμε v - εθηειείηαη V θνξέο

11.    for (x = G.List[v]; x != null; x = x.getNext()){

12.       if ((!isIn[w = x.v]) && (x.weight < key[w])){ 

13.          key[w]=x.weight;   // ε (v,w) δελ αλήθεη ζην δέλδξν θαη είλαη ειαθξύηεξε από ηελ παιηά

14.          pq.decKey(w, x.weight);  // δηόξζωζε πξνηεξαηόηεηαο – εθηειείηαη Ε θνξέο

15.          g.T[w]=v;              // Τξέρνπζα ζύλδεζε ηεο w κέζω (v,w)

16.       } 

17.    }

18.    isIn[v] = true; // ε v αλήθεη πιένλ ζην δέλδξν

19. }

• Δλαιιαθηηθά: (α) Fibonacci heaps κε ινγαξηζκηθό delMin θαη Ο(1) αιιαγή πξνηεξαηόηεηαο 
O(VlogV+E), (β) d-heap, κε dlogdV delmin/αιιαγή πξνηεξαηόηεηαο O(VdlogdV+ElogdV), νπόηε 
γηα αξαηά γξαθήκαηα βάδνπκε d=E/V θαη O(VlogV)



Π. Μπνδάλεο ΣΗΜΜΤ - Αιγόξηζκνη 2014-2015 9

Αλγόριθμος Baruvka

• Απνηειεί ηνλ παιαηόηεξν αιγόξηζκν

• ΢ε ζρέζε κε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ Kruskal

– Οκνηάδεη, γηαηί θαη απηόο δηαηεξεί ζύλνιν από δέλδξα

– Γηαθέξεη, γηαηί πξάηηεη πνιιαπιέο ζπλελώζεηο θάζε θνξά θαη όρη 
κόλν κία: 

• θάζε δέλδξν ηεο ζπιινγήο ζπλδέεηαη κε ην θνληηλόηεξν πξνο απηό 
(ειαθξύηεξε αθκή)

• εάλ ππάξρνπλ πεξηζζόηεξεο από κία επηινγέο ειαθξύηεξεο αθκήο, 
πξέπεη λα βξεζεί ηξόπνο ζπαζίκαηνο ηωλ ηζνπαιηώλ,  π.ρ., επηινγή 
κηθξόηεξνπ ή κεγαιύηεξνπ νλόκαηνο, ώζηε λα απνθεπρζεί ν 
ζρεκαηηζκόο θύθιωλ (γηαηί;)

• ΔΤΝΟΔΙ ΣΟΝ ΠΑΡΑΛΛΗΛΙ΢ΜΟ

• Οξζόηεηα: 

– Αλάινγε κε ηνπ Prim
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Λύζε πνιππινθόηεηαο Ο((V+E)logV)

Algorithm BaruvkaMST(graph g)

1.  list mstEdges = new list();     // ιίζηα αθκώλ ΕΕΔ

2.  int[] CC = new int[g.V];       // πίλαθαο θνξπθήο-ζπληζηωζώλ

3.  int[] ΝCC = new int[g.V];    // πίλαθαο ειαθξύηεξεο αθκήο πξνο ζπληζηώζα

4.  int comnumber = g.V; 

5.  for (k = 0; k < g.V; k++)

6.    CC[k] = k;  

7.  do {   // όζν ππάξρνπλ πεξηζζόηεξεο ηεο κηαο ζπληζηώζεο

8.     for (x = 0; x < E; x++){     // εμέηαζε αθκώλ - ρξόλνο Ο(V+E)

9.       if ((i = g.CC[g.Edge[x].v])) == (j = g.CC[g.Edge[x].w]))      

10.         continue;   // ηα άθξα αλήθνπλ ζηελ ίδηα ζπληζηώζα

11.     if (g.Edge[x].weight < NCC[i].weight) // ij

12.         NCC[i] = g.Edge[x];     // λέα ειαθξύηεξε γηα ηελ ζπληζηώζα i

13.     if (g.Edge[x].weight < NCC[j].weight) 

14.         NCC[j] = g.Edge[x];    // λέα ειαθξύηεξε γηα ηελ ζπληζηώζα j

15.   }

16.   for (c = 0; c < g.comnumber; c++) // πξνζζήθε αθκώλ

17.         mstEdges.add(NCC[c]);

18.   comnumber = dfsEdges(mstEdges, CC);  // dfs γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ηωλ ζπληζηωζώλ – ρξόλνο Ο(V+E)

19. }

20. while (comnumber > 1); //#logV ζε θάζε ζηάδην, ηνπιάρηζηνλ ππνδηπιαζηάδεηαη ην # ζπληζηωζώλ

21. return mstEdges; 

• Η εθηίκεζε είλαη ΑΠΑΙ΢ΙΟΓΟΞΗ…


