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Θεωξία Υπνινγηζκνύ

• Αζρνιείηαη κε ηελ θαηεγνξηνπνίεζε ηωλ 

πξνβιεκάηωλ ζε κλάσεις πολσπλοκότητας

(complexity classes) βάζεη ηεο δπζθνιίαο 

επηιύζεώο ηνπο

• Φξήζηκν γηαηί

– Απνηξέπεη ελαζρόιεζε κε άιπηα πξνβιήκαηα, π.ρ., 

αηέξκωλ βξόρνο

– Δμεγεί γηαηί νξηζκέλα πξνβιήκαηα, όζν κεγαιώλεη ε 

είζνδνο, ηόζν αξγνύλ λα ηεξκαηίζνπλ
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Ιζηνξηθή Αλαδξνκή

• Τέλη ’60 με αρτές ’70: παξαηεξήζεθε πωο 

νξηζκέλα πξνβιήκαηα δελ επηδέρνληαλ 

πνιπωλπκηθήο ιύζεωο

• 1971: ν Cook απέδεημε πωο απηά ηα 

πξνβιήκαηα ζρεηίδνληαη ζηελά κεηαμύ ηνπο 

-αξθεί έλα λα ιπζεί ζε πνιπωλπκηθό ρξόλν 

θαη όια ιύλνληαη! (θιάζε NPC)
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Η έλλνηα ηεο εηζόδνπ

• Τν κέγεζνο ηεο εηζόδνπ εμαξηάηαη από ηελ 

πηνζεηεκέλε θωδηθνπνίεζε ζε κπηη

• Πξέπεη λα είλαη εύλογα αποτελεσματική 

(reasonably efficient) –δειαδή, λα κελ ππάξρεη 

άιιε ζεκαληηθά κηθξόηεξε. Λ.ρ., ε αλαπαξάζηαζε 

ηωλ αξηζκώλ κε κνλαδηαία θωδηθνπνίεζε δελ 

είλαη εύινγα απνηειεζκαηηθή, αθνύ ππάξρεη, π.ρ., 

ε δπαδηθή κε ινγαξηζκηθό κέγεζνο:

7=1111111 , 7=111 (7=2log7)
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Η έλλνηα ηεο εηζόδνπ (ζπλ.)

• Υηνζεηείηαη ε ζύκβαζε πωο ε είζνδνο x

– πεξηγξάθεηαη ζε αιθάβεην Σ (xΣ*), θαη

– γηα ηελ εζωηεξηθή ηεο αλαπαξάζηαζε 

ρξεζηκνπνηείηαη κία εύινγα απνηειεζκαηηθή 

δπαδηθή αλαπαξάζηαζε
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Πξνβιήκαηα Απνθάζεωο

• Όια όζα ε ιύζε ηνπο είλαη κία θαηαθαηηθή 
(‘λαη’) ή κία απνθαηηθή (‘όρη’) απάληεζε

• Μπνξνύλ λα κεηαηξαπνύλ ζε πξνβιήκαηα 
γεληθά. Π.ρ., ε εύξεζε ηνπ κήθνπο ηνπ 
κεγαιύηεξνπ απινύ κνλνπαηηνύ ζε έλα 
γξάθεκα

• Δίλαη ηζνδύλακα κε πξνβιήκαηα 
αλαγλωξίζεωο γιώζζαο
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Πξνβιήκαηα Αλαγλωξίζεωο 

Γιώζζαο

• Έζηω Ι  Σ* όιεο νη είζνδνη ελόο πξνβιήκαηνο 

Π. Τόηε ην ζύλνιν LΠ Π ηωλ εηζόδωλ κε 

θαηαθαηηθή απάληεζε νξίδεηαη ωο γλώσσα τοσ Π. 

• Έηζη 

– Τν πξόβιεκα απνθάζεωο κε είζνδν x αλάγεηαη ζηελ 

δηαπίζηωζε εάλ x  LΠ

– Λέκε ηόηε πωο ν αιγόξηζκνο Α απνθαζίδεη κία γιώζζα 

L εάλ κπνξεί λα απνθαλζεί εάλ κία είζνδνο x  L
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Πξνβιήκαηα Αλαγλωξίζεωο 

Γιώζζαο

• Πνιπωλπκηθή Αλαγωγή L1 ζε L2 (L1L2 )

Υπάξρεη αιγόξηζκνο πνπ κεηαζρεκαηίδεη κία 
είζνδν x1 ηεο L1 ζε είζνδν x2 ηεο L2, ώζηε x1

L1 αλλ x2 L2

• Η  είλαη κεηαβαηηθή

M A
x1 x2

Α΄
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Η θιάζε P

• Όιεο νη γιώζζεο πνπ απνθαζίδνληαη από 

θάπνηνλ αιγόξηζκν εληόο πνιπωλπκηθνύ 

ρξόλνπ

• Απηά ηα πξνβιήκαηα ραξαθηεξίδνληαη ωο 

πειθήνια (tractable)
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Η θιάζε co-P

• co-P={Σ*-L, LP}

• co-P=P (co-PP θαη Pco-P) 

Αξθεί λα αληηζηξέθεηαη ε απάληεζε!

A
x

Ν

Ν

Ο

Ο
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Η θιάζε NP

• Με ληεηεξκηληζκόο

Η δπλαηόηεηα εθηειέζεωο ηεο εληνιήο «μν-

επιλογή» (‘nd-choice’):

Όηαλ ππάξρνπλ πνιιαπιέο επηινγέο, κε 

θάπνην ...καγηθό ηξόπν, ε κλ-επηινγή 

δηαιέγεη εθείλε πνπ νδεγεί ζε ιύζε (εάλ, 

βεβαίωο, ππάξρεη)
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Η θιάζε NP (ζπλ.)

• Τη πξαθηηθά ζεκαίλεη;

Δπλαηόηεηα άπεηξνπ παξαιιειηζκνύ!

Ν

ΝΟ Ν

Ν

Ο

Ο
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Η θιάζε NP (ζπλ.)

• Οξηζκόο

Σύλνιν ηωλ πξνβιεκάηωλ (γιωζζώλ) πνπ ιύλνληαη 

(γίλνληαη απνδεθηέο) μη ντετερμινιστικά εληόο 

πνιπωλπκηθνύ ρξόλνπ. 

• Παξαηεξήζηε πωο ν νξηζκόο θξάζζεη ΜΟΝΟ ηηο 

θαηαθαηηθέο ιύζεηο. 

• Ωο ζπλέπεηα, δελ μέξνπκε πώο ζρεηίδεηαη ε co-NP 

κε ηελ NP
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Η θιάζε NP (ζπλ.)

• Δλαιιαθηηθόο νξηζκόο

Η θιάζε ηωλ πξνβιεκάηωλ πνπ κπνξεί 
θαλείο λα ηα επαιεζεύζεη εληόο 
πνιπωλπκηθνύ ρξόλνπ, κέζω ελόο 
αιγνξίζκνπ επαιεζεύζεωο Α

Ο Α, δερόκελνο κία είζνδν x θαη έλα 
πηζηνπνηεηηθό y, ειέγρεη εάλ xL. Δάλ xL δελ
πξέπεη λα ππάξρεη αληίζηνηρν πηζηνπνηεηηθό
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Η θιάζε NP (ζπλ.)

• Παξάδεηγκα πηζηνπνηεηηθνύ γηα ην 

πξόβιεκα ηεο ύπαξμεο θύθινπ Hamilton: 

– Μία αθνινπζία θνξπθώλ πνπ ζπληζηνύλ έλαλ 

θύθιν Hamilton. 

– Δάλ δελ ππάξρεη, ηόηε δελ κπνξεί θαλείο λα 

βξεη πηζηνπνηεηηθό!
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• Υπάξρεη ζεώξεκα πνπ απνδεηθλύεη ηελ ηζνδπλακία ηωλ 
δύν νξηζκώλ. Οπόηε, θάζε αιγόξηζκνο απνηειείηαη από 
δύν κέξε: 
– Μαληέκαηνο, θαη 

– επαιεζεύζεωο. 

• Π.ρ.,  γηα θύθιν Hamilton

Η θιάζε NP (ζπλ.)
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Τν εξώηεκα P?NP

• Πξνθαλώο P  NP

• Τν αληίζηξνθν NP  P θαλείο δελ ην έρεη 

απαληήζεη!

• Έρεη απνδεηρζεί κόλνλ ην ζεώξεκα πωο: 

Εάλ κία γιώζζα αλήθεη ζην NP, ηόηε 

ππάξρεη ληεηεξκηληζηηθόο αιγόξηζκνο πνπ ηελ 

απνθαζίδεη ζε εθζεηηθό ρξόλν
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Η θιάζε NPC

• Βνεζεηηθή θιάζε NP-hard

Πεξηιακβάλεη όιεο ηηο γιώζζεο L κε ηελ ηδηόηεηα L’ L, 
L’NP

• LNPC αλλ: 

(i) LNP, θαη 

(ii) LNP-hard

• Τν (ii) είλαη δύζθνιν. Γη’ απηό ζηελ πξάμε 
ρξεζηκνπνηείηαη ην αθόινπζν Λήκκα:

LNPC αλλ (i) LNP, θαη (ii) L’NPC: L’L

Απόδ. L’NPC  L’’ L’, L’’NP  L’’ L, 
L’’NP (κεηαβαηηθόηεηα ηεο ) L  NP-hard
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Η θιάζε NPC (ζπλ.)

• Τν πξνεγνύκελν ιήκκα είλαη ρξήζηκν εθ’ όζνλ 

ππάξρεη θάπνην πξόβιεκα πνπ είλαη NPC

• Απηό ην έιπζε ν Cook ην 1970, απνδεηθλύνληαο 

πωο ην πξόβιεκα SAT: 

«Δνζείζεο κίαο ινγηθήο εθθξάζεωο p(x1,x2,…,xn)

αηηείηαη ε δηαθξίβωζε, εάλ ππάξρεη αλάζεζε ηηκώλ 

ζηηο ινγηθέο κεηαβιεηέο πνπ ηελ ηθαλνπνηνύλ»

είλαη NPC (Θεώρημα Cook)
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Αλαγωγέο

• Τν ζεώξεκα ηνύ Cook αμηνπνηήζεθε από 

ηνλ Karp ην 1972,  ν νπνίνο παξνπζίαζε 

έλαλ θαηάινγν από 24 πξνβιήκαηα NPC, 

εηζάγνληαο ηελ ηερληθή ηωλ πολσωνσμικών 

αναγωγών
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Καηεγνξίεο Αλαγωγώλ

• Περιοριζμός (Restriction)

Απνδεηθλύεηαη πωο έλα γλωζηό πξόβιεκα NPC
απνηειεί εηδηθή πεξίπηωζε ηνπ ππό εμέηαζε. Απιή, 
ζέιεη, όκωο, πξνζνρή!

• Τοπική Ανηικαηάζηαζη (Local Replacement)

Τκήκαηα (αληηθείκελα) ηνπ ελόο αληηθαζίζηαληαη 
από ηκήκαηα (αληηθείκελα) ηνπ άιινπ. Δπζθνιία 
επηινγήο ηωλ αληηθεηκέλωλ πνπ ζα 
αληηθαηαζηαζνύλ
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Καηεγνξίεο Αλαγωγώλ (ζπλ.)

• Στεδιαζμός Σσνθεηικών Τμημάηων 

(Component Design)

Σρεδηάδνληαη «ζπλζεηηθά» αληηθείκελα, ηα 

νπνία ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ αλαγωγή. Η 

δπζθνιόηεξε πεξίπηωζε
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Παξαδείγκαηα Αλαγωγώλ

SAT

3CNF

ΚάιπκκαΚνξπθήο

ΚιίθαΑλεμάξηεηνΣύλνινΚύθινοHamilton

TSP

ΚάιπκκαΣπλόινπ

ΤΑ

ΤΑ ΤΑ ΤΑ

Π

ΣΣΤ

ΣΣΤ
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3CNF (ή 3SAT)

• Μία πξόηαζε είλαη ζε κνξθή 3CNF (3-θαλνληθή 
ζπδεπθηηθή κνξθή), όηαλ 
– απνηειεί ζύδεπμε ινγηθώλ ππνπξνηάζεωλ, θαη 

– θάζε ινγηθή ππνπξόηαζε είλαη δηάδεπμε ηξηώλ 
δπαδηθώλ κεηαβιεηώλ ή ηωλ αξλήζεώλ ηνπο. Π.ρ.,

(x+y+z)(w+z+y)

• Τν 3CNF είλαη NP, θαζώο κία αλάζεζε ηηκώλ 
αιεζείαο ζηηο ινγηθέο κεηαβιεηέο απνηειεί θαη 
πηζηνπνηεηηθό 

• Τν SAT είλαη NPC θαη ζα ην ρξεζηκνπνηήζνπκε 
γηα ηελ αλαγωγή κε ηνπηθή αληηθαηάζηαζε
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• 1ο Βήμα

Αλάιπζε ζε ζπζηαηηθά κέξε κέζω δπαδηθνύ δέλδξνπ 
αλαιύζεωο (parse tree), θαη εηζαγωγή βνεζεηηθώλ 
κεηαβιεηώλ (γηα θάζε ηειεζηή, ην πνιύ κία λέα 
κεηαβιεηή θαη λέα ππνπξόηαζε)

Από (x1x2)( x1  x3)x3 κεηαζρεκαηίδεηαη ζε y1 (y2(y3 

y4))(y3(x1x2))(y4( x1  x3))(y1(y2  x3))

Αλαγωγή SAT ζε 3CNF

y3

x1 x2 x1 x3

x3
y4

y2

y1






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Αλαγωγή SAT ζε 3CNF (ζπλ.)
• 2ο Βήμα 

Κάζε ππνπξόηαζε γίλεηαη δηάδεπμε, κέζω θαλόλωλ De-
Morgan θαη πηλάθωλ αιεζείαο (δηάδεπμε ηεο αξλήζεωο 
ηωλ γξακκώλ πνπ δίδνπλ 0). Π.ρ.,

y1 y2 x3 (y2  x3)  y1
Γξακκέο πνπ θξαηάκε Άξλεζή ηνπο…

0 0 0 0 1

0 0 1 1 0 ( y1   y2  x3 ) ( y1  y2  x3 )

0 1 0 1 0 ( y1  y2   x3 ) (y1  y2  x3 )

0 1 1 1 0 ( y1  y2  x3 ) (y1  y2  x3 )

1 0 0 1 0 ( y1   y2   x3 ) (y1  y2  x3 )

1 0 1 1 1

1 1 0 1 1

1 1 1 1 1

Οπόηε παίξλνπκε y1 (y2  y1  x3) (y1  y2 x3) ...  ( y4  x1 

x3) (Γηα θάζε ππνπξόηαζε, εηζάγνληαη ην πνιύ 8 λέεο)
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Αλαγωγή SAT ζε 3CNF (ζπλ.)

• 3o Βήμα 

Οη ππνπξνηάζεηο ηωλ δύν ή ηεο κίαο κεηαβιεηήο 
κεηαηξέπνληαη ζε δηαδεύμεηο ηξηώλ κεηαβιεηώλ, 
κε ηελ ρξήζε λέωλ κεηαβιεηώλ (εηζάγνληαη ην 
πνιύ 4 λέεο):

– (yk yl)  (yk yl  w)  (yk yl  w)

– yk (yk w  z)(yk  w   z )(yk   w  z)
(yk w   z)

• Καη ηα ηξία βήκαηα απαηηνύλ πνιπωλπκηθό ρξόλν 
θαη πνιπωλπκηθό ρώξν
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Κάιπκκα Κνξπθήο

• Δίλαη ΝP, θαζώο 

– έλα ζύλνιν k θνξπθώλ ζπληζηά έλα πηζηνπνηεηηθό 

– ε επαιήζεπζε γίλεηαη ζε πνιπωλπκηθό ρξόλν:

κία πξνο κία νη αθκέο ειέγρνληαη εάλ έρνπλ άθξα θάπνηεο από 

απηέο

• Γηα ην NP-Hard ηκήκα ηεο απνδείμεωο, ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ην 3CNF θαη ηελ ηερληθή ηνπ 

ζρεδηαζκνύ ζπλζεηηθώλ ηκεκάηωλ
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3CNFVC
• 2 είδε ζπλζεηηθώλ ηκεκάηωλ: 

– ην πξώην αληηζηνηρεί ζε κία κεηαβιεηή θαη ην ζπκπιήξωκά ηεο 

– ην δεύηεξν ζηελ ππνπξόηαζε 

• k = #κεηαβιεηώλ + 2#ππνπξνηάζεωλ

   
21

)()( 421431

pp

xxxxxx 

xx1
x2x2 x3x3 x4x4

12

11 13

22

21 23

11 1 1

p1 p2
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Απόδεημε Ιζνδπλακίαο

• () Η πξόηαζε ηθαλνπνηείηαη. 

– Γηα θάζε κεηαβιεηή ή ζπκπιήξωκα κεηαβιεηήο κε 1, ε 

αληίζηνηρε θνξπθή κπαίλεη ζην θάιπκκα 

• Έηζη θαιύπηνπκε ηηο εηδηθέο αθκέο θαη ηηο αθκέο πνπ 

ζπλδένληαη κε ηξίγωλν

– Σε θάζε ηξίγωλν, κία ηνπιάρηζηνλ κεηαβιεηή/θνξπθή 

ζα είλαη 1, νπόηε ζπκπεξηιακβάλνπκε ζην θάιπκκα ηηο 

άιιεο δύν

– Άξα θαιύπηνληαη όιεο νη αθκέο, θαη έρνπκε ακριβώς k

θνξπθέο ζην θάιπκκα
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Απόδεημε Ιζνδπλακίαο (ζπλ.)

• () Έζηω θάιπκκα κεγέζνπο k

– Τόηε, αλαγθαζηηθά

k = #κεηαβιεηώλ + 2#ππνπξνηάζεωλ

ώζηε λα θαιύπηνληαη νη αθκέο εθηόο ηξηγώλωλ θαη νη 

αθκέο ηωλ ηξηγώλωλ

– Δάλ δώζνπκε 1 ζε θάζε θνξπθή πνπ ζπλδέεηαη κε ηελ 

εθηόο θαιύκκαηνο θνξπθή ηνπ αληίζηνηρνπ ηξηγώλνπ, 

ηόηε έρνπκε ηθαλνπνηήζεη ηελ πξόηαζε
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Ιζνδπλακίεο

• Έζηω γξάθεκα G = (V, E) θαη V’  V. Τόηε
– V’ θάιπκκα θνξπθήο   V-V’ αλεμάξηεην ζύλνιν 

Δηαθνξεηηθά, δελ ζα θαιππηόηαλ ε ππνηηζέκελε αθκή

– V-V’ αλεμάξηεην ζύλνιν  V-V’ θιίθα ηνπ 
ζπκπιεξώκαηνο ηνπ G

Αλά δύν δελ ζπλδένληαη άξα ζην ζπκπιήξωκα όιεο ζα 
δηαζπλδένληαη

– V-V’ θιίθα ηνπ ζπκπιεξώκαηνο ηνπ G V’ θάιπκκα 
θνξπθήο 

Αλά δύν νη θνξπθέο ηνπ V-V’ ζην G δελ ζα ζπλδένληαη, 
άξα όιεο νη αθκέο ηνπ G έρνπλ ηα άθξα ηνπο ζην V’
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Αλαγωγέο

• VC  Κιίθα 
ζπκπιήξωκα θαη 
εξώηεκα κε V-k

• Κιίθα  IS

ζπκπιήξωκα θαη 
εξώηεκα κε V

• VC  CS 

V ζύλνια έλα γηα θάζε 
θνξπθή κε ηηο 
πξνζπίπηνπζεο

2 4

44

2

S0={e1, e2, e3}

S1={e1,e4, e5, e6}

S2={e4}

S3={e2}

S4={e3, e6}

S5={e5}

0

1

2

5 4

3

e1 e2

e3

e4 e5

e6

S=Si={e1, e2, e3, e4, e5, e6}

S0S1=S
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Κύθινο Hamilton

• Δίλαη NP θαζώο 

– πηζηνπνηεηηθό απνηειεί κία αθνινπζία 

θνξπθώλ

– εύθνια επαιεζεύζηκν

• Γηα ηελ απόδεημε ηνπ NP-hard ζα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ ηερληθή ηωλ 

ζπλζεηηθώλ ηκεκάηωλ ζην θάιπκκα 

θνξπθήο
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VC  ΚύθινοHamilton

• 1o ζπλζεηηθό: 

k θνξπθέο ai, 
i[1,k]

• 2ν ζπλζεηηθό: 

έλα γηα θάζε αθκή 
(v,w) ηνπ 
γξαθήκαηνο

ve,A

ve,K

we,A

we,K

ve,A

ve,K

we,A

we,K

ve,A

ve,K

we,A

we,K

ev
1

e3
v

ev
deg(v)

v
ai

a1

a2

ak

e2
v

v
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Παξάδεηγκα
v u

w x

uh,A

uh,K

xh,A

xh,K

vf,A

vf,K

xf,A

xf,K

vg,A

vg,K

wg,A

wg,K

ui,A

ui,K

wi,A

wi,K

ve,A

ve,K

ue,A

ue,K

e

f
g h

i

a1

a2

 Γηαπέξαζε πεξί ηωλ v, u

Οη e, f, g θαιύπηνληαη από ηελ v. Οπόηε, 

μεθηλώληαο από ηελ a1, πεγαίλνπκε ζηελ 

ve,A θαη ζπλερίδνπκε κόλν από ηελ πιεπξά 

ηεο v κέρξη λα βγνύκε ζηελ ve,K, θαηόπηλ 

δηαπεξλνύκε ηα ζπλζεηηθά πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζηηο  f, g εμ νινθιήξνπ από 

ηελ πιεπξά ηεο v, κεηαβαίλνπκε ζηελ a2,

εηζεξρόκαζηε θαη δηαπεξλνύκε εμ 

νινθιήξνπ ηα ζπλζεηηθά ηωλ h, i θαη 

θαηόπηλ ζην ζπλζεηηθό ηεο e κόλν από ηελ 

πιεπξά ηεο u θαη ηέινο, θιείλνπκε ηνλ 

θύθιν κέζω ηεο a1

 Δύξεζε θαιύκκαηνο κέζω θύθινπ 

Hamilton

Παξαηεξήζηε όηη ηα ηκήκαηα ηνπ θύθινπ 

κεηαμύ ηωλ θνξπθώλ a1, a2 θαιύπηνπλ ηηο 

αληίζηνηρεο αθκέο ηνπ αξρηθνύ 

γξαθήκαηνο πεξί ηωλ v, u
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Απόδεημε

• () Έζηω πωο ππάξρεη θύθινο Hamilton.

– Οη εηδηθέο θνξπθέο ηνλ ηέκλνπλ ζε «θνκκάηηα» κε 

εθθίλεζε θαη ηεξκαηηζκό απηέο, ηα νπνία πξέπεη λα 

αληηζηνηρνύλ ζε πξνζπίπηνπζεο αθκέο θνξπθώλ. 

• () Δάλ ππάξρεη θάιπκκα κεγέζνπο k, ηόηε 

– θαηαζθεπάδνπκε θύθιν Hamilton πνπ ηα ηκήκαηά ηνπ 

πεξλνύλ από ηηο θνξπθέο ai, ελδηάκεζα, εμαληιώληαο 

ηηο ζπληζηώζεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηελ εθάζηνηε 

θνξπθή vj. 
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TSP

• Δίλαη NP αθνύ 

– κία αθνινπζία θνξπθώλ απνηεινύλ έλα 
πηζηνπνηεηηθό επαιεζεύζηκν ζε πνιπωλπκηθό 
ρξόλν.

• Δίλαη NP-Hard θαζώο θύθινοHamilton 
TSP 

– βάδνληαο κνλαδηαία βάξε ζηηο αθκέο, νπόηε 
εύθνια πξνθύπηεη πωο 

θύθινο Hamilton  TSP θόζηνπο V
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Πνηα Δηθαζία Ιζρύεη

co
-P

=
P

NPCCo-NP

NP

Log

P=co-P


