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ÅÑÃÁÓÉÁ 1: ÁñéèìçôéêÞ ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá.

ÃåíéêÜ ó÷üëéá:

Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

−
(

∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2

)
+ c1

∂u
∂x + c2

∂u
∂y + cu = f, üðïõ x, y ∈ (0, 1)× (0, 1),

u(x, y) = 0, ãéá (x, y) óôï óýíïñï.

Ý÷åé óõíôåëåóôÝò c1, c2 êáé c. Ïé c1 êáé c2 åßíáé óõíôåëåóôÝò ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ. Áõôü óçìáßíåé ðùò

áí Ýóôù Ýíáò áðü ôïõò äýï éóïýôáé ìå ìçäÝí ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç èá áðïóâÝíåé, äåí èá Ý÷åé äçëáäÞ

óõììåôñéêÞ ìïñöÞ üðùò üôáí c1 = c2 6= 0 üðïõ ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç Ý÷åé óõììåôñéêÞ ìïñöÞ. Ôï c

äåß÷íåé ôçí êáìðÞ ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò. ¼óï áõîÜíïíôáé ôá nx êáé ny ôüóï ðéï ëåðôïìåñÞò åßíáé

ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ãéáôß äßíïõìå ðåñéóóüôåñá óçìåßá.

¢óêçóç 1.

Óôéò 2 ðñþôåò ðåñéðôþóåéò üðïõ nx êáé ny åßíáé ìéêñüôåñá ôïõ 5 äåí èá åìöáíéóôåß ï ðßíáêáò nonzero.

Ïé ÷ñüíïé åßíáé ìçäåíéêïß ãéáôß ôïõ äßíïõìå ìéêñÝò ôéìÝò ãéá ôá nx êáé ny Üñá äåí êáèõóôåñåß éäéáßôåñá.

Ç ëýóç ìáò åßíáé áñêåôÜ áêñéâÞò áöïý ôï óöÜëìá åßíáé áñêåôÜ ìéêñü (ôçò ôÜîçò ôïõ e-15).

¢óêçóç 2.

¼óï áõîÜíïíôáé ôá nx êáé ny ðåñéìÝíïõìå ðùò ç ëýóç èá åßíáé ðéï áêñéâÞò. Ùóôüóï ôï óöÜëìá

áõîÜíåôáé Üñá Ý÷ïõìå ôï áíôßèåôï áðïôÝëåóìá (áõôü éó÷ýåé êáé ãéá c = 0 êáé ãéá c = 100). Ç

áëëáãÞ ôïõ c áðü 0 óå 100 äåí åðéöÝñåé êÜðïéá áëëáãÞ óôçí áêñßâåéá ôçò ëýóçò. Ïé ÷ñüíïé üðùò åßíáé

áíáìåíüìåíï áõîÜíïõí êáèþò áõîÜíïõí ôá nx êáé ny .

'Áóêçóç 3

Ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò ìåéþíåôáé áéóèçôÜ. ÅéäéêÜ ãéá ôéò ðåñéðôþóåéò üðïõ ôá nx êáé ny ìåãáëþíïõí ðïëý

(äçëáäÞ ðÜíù áðü 30) ïé ÷ñüíïé åßíáé êáôÜ ðïëý ìéêñüôåñïé óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ìÝèïäï. Ç

áêñßâåéá åßíáé ìéêñÞ üðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç áöïý ôï óöÜëìá åßíáé ôçò ôÜîçò ôïõ e-14 ãéá

ìéêñÝò ôéìÝò ôùí nx êáé ny êáé ôçò ôÜîçò ôïõ e-12 ãéá ìåãáëýôåñåò ôéìÝò ôïõò.
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'Áóêçóç 4

Ãéá c = 0 tï óöÜëìá åßíáé ôçò ôÜîçò ôïõ e-5. Áõôü óçìáßíåé ðùò Ý÷åé ìåéùèåß ç áêñßâåéá. Åðßóçò Ý÷åé

áõîçèåß ï ÷ñüíïò åêôÝëåóçò êáé åêôåëïýíôáé üëåò ïé åðáíáëÞøåéò (äçëáäÞ nx ∗ ny). ¼ôáí ôï c åßíáé

100 ïé åðáíáëÞøåéò åßíáé ëéãüôåñåò. Ãé'áõôü ôåëåéþíåé óå óõíôïìüôåñï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá. Åðßóçò ôï

óöÜëìá åßíáé ìéêñüôåñï (äçëáäÞ ôçò ôÜîçò ôïõ e-6) Üñá ç áêñßâåéá åßíáé ìåãáëýôåñç.

¢óêçóç 5

Åíþ óôçí áíôßóôïé÷ç ðåñßðôùóç ç Jacobi åêôåëïýóå üëåò ôéò äõíáôÝò åðáíáëÞøåéò, ç Gauss-Seidel åêôåëåß

ëéãüôåñåò. Áõôü ãßíåôáé ãéáôß ôï óöÜëìá åßíáé ôçò ôÜîçò ôïõ e-6 Üñá ðáýåé íá éó÷ýåé ç ðñïûðüèåóç

error > eps (áöïý eps = 0.5e−5) êáé Ýôóé âãáßíïõìå áðü ôï âñüã÷ï ðñéí ðñïëÜâïõí íá ïëïêëçñùèïýí

üëåò ïé åðáíáëÞøåéò. Ç Gauss-Seidel Ý÷åé ðïëý ìåãáëýôåñïõò ÷ñüíïõò åêôÝëåóçò (öôÜíåé ìÝ÷ñé 558s ãéá

nx = ny = 50). Áõôü óõìâáßíåé ãéáôß ç Jacobi åßíáé ðëÞñùò ðáñáëëçëßóéìç ìÝèïäïò åíþ ç Gauss-Seidel

åîáñôÜôáé áðü üëá ôá ðñïçãïýìåíá óôïé÷åßá ðïõ Ý÷åé õðïëïãßóåé. ÅðïìÝíùò ÷ñåéÜæåôáé ðåñéóóüôåñï

÷ñüíï ãéá íá õëïðïéçèåß.

¢óêçóç 6

¼ðùò êáé ìå ôç Gauss-Seidel äåí åêôåëïýíôáé üëåò ïé åðáíáëÞøåéò ãéáôß ôï óöÜëìá åßíáé ôçò ôÜîçò

ôïõ e-7 êáé óôéò ôåëåõôáßåò ðåñéðôþóåéò e-6. Ùóôüóï ìå ôçí Conjugate Gradients Ý÷ïõìå ðïëý ìéêñïýò

÷ñüíïõò (ï ìåãáëýôåñïò åßíáé 4.234s), êáé ðïëý ëéãüôåñåò åðáíáëÞøåéò óå ó÷Ýóç ìå ôéò Üëëåò äýï

ìåèüäïõò. Óõíåðþò åßíáé ðéï áêñéâÞò êáé ðéï óýíôïìç óå ó÷Ýóç ìå ôéò Jacobi êáé Gauss-Seidel.

ÃåíéêÞ õðüäåéîç: Ãéá íá ìåëåôÞóåôå ôá áðïôåëÝóìáôáôÜ óáò êáé íá ãñÜøåôå ôéò ðáñáôçñÞóåéò óáò,

óõãêåíôñþóôå ôá óôïõò ðáñáêÜôù ðßíáêåò:
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nx ny c1 c2 c ÷ñüíïò óöÜëìá

3 10 0 0 0 0 8.0005e− 015

10 3 0 0 0 0 1.6852e− 014

5 5 0 0 0 0 3.7321e− 015

5 5 100 0 0 0 2.6899e− 015

5 5 0 100 0 0 3.2501e− 015

5 5 0 0 100 0 6.3273e− 015

10 10 0 0 0 0.02 2.6232e− 014

20 20 0 0 0 0.2010 2.599e− 013

30 30 0 0 0 0.7310 1.0038e− 012

40 40 0 0 0 3.284 2.6837e− 012

50 50 0 0 0 14.8020 7.0978e− 012

10 10 0 0 100 0 4.9728e− 014

20 20 0 0 100 0.15 2.5738e− 013

30 30 0 0 100 0.711 1.0141e− 012

40 40 0 0 100 3.004 2.8267e− 012

50 50 0 0 100 10.295 7.4974e− 012

Ðßíáêáò 1. ÁðïôåëÝóìáôá ìå ÷ñÞóç ôçò lu.

3



nx = ny c ÷ñüíïò åðáíáëÞøåéò óöÜëìá c ÷ñüíïò åðáíáëÞøåéò óöÜëìá

luinc 10 0 0.171 2.6472e− 014 100 0 4.6573e− 014

20 0 0.01 2.8339e− 013 100 0.02 2.7947e− 013

30 0 0.131 1.0588e− 012 100 0.04 1.1591e− 012

40 0 0.12 2.851e− 012 100 0.11 3.0609e− 012

50 0 0.22 7.4437e− 012 100 0.231 7.6968e− 012

Jacobi 10 0 0.016 100 2.4734e− 004 100 0.015 43 4.5931e− 006

20 0 0.297 400 8.8342e− 005 100 0.109 139 4.7231e− 006

30 0 3.313 900 5.1935e− 005 100 1.094 285 4.9409e− 006

40 0 18.844 1600 3.6468e− 005 100 5.719 480 4.9761e− 006

50 0 73.188 2500 2.8015e− 005 100 20.938 722 4.9764e− 006

G− S 10 0 0.36 100 8.4316e− 006 100 0.3440 25 4.3281e− 006

20 0 7.797 360 4.9394e− 006 100 4.5940 77 4.3936e− 006

30 0 45.937 746 4.9818e− 006 100 26.157 156 4.7805e− 006

40 0 191 1257 4.9941e− 006 100 96.953 262 4.8521e− 006

50 0 558.375 1888 4.984e− 006 100 257.063 393 4.9679e− 006

CG 10 0 0 14 2.544e− 007 100 0 12 9.5757e− 007

20 0 0.047 29 2.8347e− 006 100 0.032 24 2.7658e− 007

30 0 0.328 44 3.685e− 006 100 0.266 36 4.4713e− 007

40 0 1.359 59 3.9598e− 006 100 1.125 49 3.7638e− 006

50 0 4.234 75 4.2605e− 006 100 3.5 62 3.7857e− 006

Ðßíáêáò 2. ÁðïôåëÝóìáôá ìå ÷ñÞóç ëïãéóìéêïý ãéá áñáéïýò ðßíáêåò êáé åðáíáëçðôéêÝò ìåèüäïõò.
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