
ÔÌÇÌÁ ÌÇ×ÁÍÉÊÙÍ Ç/Õ, ÔÇËÅÐÉÊÏÉÍÙÍÉÙÍ ÊÁÉ ÄÉÊÔÕÙÍ

ÐÁÍÅÐÉÓÔÇÌÉÏ ÈÅÓÓÁËÉÁÓ

HY200: ÅÐÉÓÔÇÌÏÍÉÊÏÓ ÕÐÏËÏÃÉÓÌÏÓ

ÅÑÃÁÓÉÁ 2: ÐñïóÝããéóç óõíáñôÞóåùí êáé äåäïìÝíùí: ÌÝèïäïò Taylor êáé ðïëõùíõìéêÞ

ðáñåìâïëÞ - ÌÝèïäïò Åëá÷ßóôùí Ôåôñáãþíùí

(Çìåñïìçíßá ÐáñÜäïóçò: ÊõñéáêÞ 15/5/2005, (¿ñá: 23:55))

ÏÍÏÌÁ:ÁËÅÎÉÁ ÌÁÑÍÁÑÇ

ÁÅÌ:316

ÌÅÈÏÄÏÓ TAYLOR ÊÁÉ ÐÏËÕÙÍÕÌÉÊÇ ÐÁÑÅÌÂÏËÇ.

ÌÝèïäïò 1: ÓåéñÝò Taylor ãéá ôçí ðñïóÝããéóç ``ïìáëþí'' óõíáñôÞóåùí.

ÁÓÊÇÓÇ 1: Õðïëïãßóôå ìå ôç ìÝèïäï Taylor, ôá ðïëõþíõìá âáèìïý 2, 4 êáé 6 ùò ðñïò ôï óçìåßï 0, ôçò

óõíÜñôçóçò 1
1+25x2 , êáèþò êáé ôá Üíù öñÜãìáôá ôïõ óöÜëìáôïò óå êÜèå ðåñßðôùóç ãéá ôï äéÜóôçìá [−1, 1].

Ôé óõìðåñáßíåôå ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç óõíÜñôçóç; Óõìðëçñþóôå ôïí ðßíáêá:

n f(.3) p(.3) Åêôßìçóç óöÜëìáôïò

2 0.30769231 -1.25000000 96.72523090

4 0.30769231 3.81250000 2592.07544886

6 0.30769231 -12.13437500 58431.83431360

. ♣

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

1)Ôá ðïëõþíõìá âáèìïý 2,4 êáé 6 õðïëïãßæïíôáé ìå âÜóç ôïí ôýðï ôïõ Taylor áëëÜ êáé ôéò ðáñáãþãïõò

ðïõ äßíïíôáé èÝôïíôáò á=0.

Éó÷ýïõí: f(0) = 1/(1 + 25 ∗ 0) = 1

f ′(0) = −50x(1 + 25x2) = 0

f ′′(0) = 50(75x2 − 1)/(1 + 25x2)3 = −50

T2(x) =
∑

n=0
f (n)(a)

n! (x− a)n.

¢ñá T2(x) = 1x− 50x2/2!

¼ìïéá õðïëïãßæïõìå ôá ðïëõþíõìá âáèìïý 4 êáé 6

2) Ïé ôéìÝò êáé ôùí 3 ðïëõùíýìùí ðïõ õðïëïãßóáìå óôï ÷=0.3 äéáöÝñïõí áñêåôÜ áðü ôçí ôéìÞ ôçò

óõíÜñôçóçò óôï ÷=0.3. ÊáíÝíá ðïëõþíõìï äåí äßíåé êáëÞ ðñïóÝããéóç ôçò ëýóçò. ÅðéðëÝïí êáé ôá 3 ðïëõþíõìá

Ý÷ïõí ìåãÜëï óöÜëìá êáé ðáñáôçñïýìå üôé üóï ìåãáëþíåé ï âáèìüò ôïõ ðïëõùíýìïõ ìåãáëþíåé êáé ôï óöÜëìá.

3)Ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ óöÜëìáôïò, æçôåßôáé Üíù üñéï ôïõ óöÜëìáôïò äçëáäÞ ôï Rn(x) = f (n+1)(z)
(n+1)! (x−

α)n+1 ìå î íá åßíáé ìÝãéóôï êáé î íá áíÞêåé óôï äéÜóôçìá (x,á)
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ÌÝèïäïò 2: ÐïëõùíõìéêÞ ÐáñåìâïëÞ ÓõíáñôÞóåùí êáé ÄåäïìÝíùí

ÁÓÊÇÓÇ 2: Õðïëïãßóôå ôá ðïëõþíõìá ðïõ ðáñåìâÜëëïõí ôç óõíÜñôçóç f(x) = exp(−4x2) óå 3, 7,

13, 31, 61 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá ôïõ äéáóôÞìáôïò [−3, 3]. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò êáé

ôùí ðïëõùíýìùí óå Ýíá ãñáöéêü ðáñÜèõñï êáé õðïëïãßóôå ôï óöÜëìá (ôç ìÝãéóôç êáôÜ áðüëõôç ôéìÞ ôçò

äéáöïñÜò ôïõ ðïëõùíýìïõ áðï ôç óõíÜñôçóç) ãéá êÜèå ðïëõþíõìï, ÷ñçóéìïðïéþíôáò 601 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá

óôï ðáñáðÜíù äéÜóôçìá. ♣

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

1) Ôá óöÜëìáôá ãéá ôéò äéÜöïñåò ðåñéðôþóåéò ðëÞèïõò óçìåßùí ðñïêýðôïõí áðü ôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá

áñéèìüò óçìåßùí åêôßìçóç óöÜëìáôïò

3 0.87267038

7 0.96786931

13 6.56057959

31 86.64594694

61 6.87406189

. ♣

2)Áðü ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç äéáðéóôþíïõìå üôé üóï ðåñéóóüôåñá óçìåßá Ý÷ïõìå, áöåíüò ôï ðïëõþíõìï

ðáñåìâïëÞò ðëçóéÜæåé ôçí ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç óôï êÝíôñï ôïõ äéáóôÞìáôïò ðïõ ïñßæïõìå, áöåôÝñïõ ðáñáôçñïýíôáé

ìåãÜëåò áðïêëßóåéò óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò êáèþò ôï ðïëõþíõìï ôáëáíôþíåôáé Ýíôïíá ãýñù áðü ôá áêñáßá

óçìåßá.

Ðáñáôçñïýìå äçëáäÞ üôé ðñïêýðôåé ôï öáéíüìåíï ôïõ Runge óôï ïðïßï:

ÁõîÜíïíôáò ôï âáèìü ôïõ ðïëõùíýìïõ ôá ðïëõþíõìá äåß÷íïõí áóôáèÞ óõìðåñéöïñÜ.

ÅðéðëÝïí üóï ï âáèìüò ôïõ ðïëõùíýìïõ áõîÜíåé,ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò óõìðßðôåé ìå ôéò ôéìÝò ôçò óõíÜñôçóçò

óôá óçìåßá ðáñåìâïëÞò,áëëÜ ìåôáîý ôùí óçìåßùí ðáñåìâïëÞò ðáñïõóéÜæïíôáé ôáëáíôþóåéò.

¼óï áõîÜíåé ï âáèìüò ôïõ ðïëõùíýìïõ áõîÜíåôáé êáé ôï ðëÜôïò ôùí ôáëáíôþóåùí.

Ùóôüóï óôï ìåóáßï äéÜóôçìá ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò óõìðåñéöÝñåôáé åõóôáèþò êáé üóï ï âáèìüò ôïõ

ðïëõùíýìïõ áõîÜíåé, ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò ðëçóéÜæåé ôçí ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç.

ÄçëáäÞ ðáñáôçñåßôáé ðïëý êáëÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ ðïëõùíýìïõ ðáñåìâïëÞò ãéá ôï ìåóáßï äéÜóôçìá, áëëÜ

ìåãÜëåò áðïêëßóåéò óôá Üêñá ëüãù ôùí Ýíôïíùí ôáëáíôþóåùí.

Óôçí ðåñßðôùóç ôùí ðïëõùíýìùí ðáñåìâïëÞò äåí ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï óöÜëìá êáèþò ï âáèìüò

ôïõ ðïëõùíýìïõ áõîÜíåé.ÁëëÜ õðÜñ÷åé ôï apriori óöÜëìá(áðï èåùñßá) Ôï ðñüâëçìá áíôéìåôùðßæåôáé ìå ôçí

÷ñÞóç ìç éóáðÝ÷ïíôùí óçìåßùí ôá ïðïßá ðõêíþíïõí óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò ðáñåìâïëÞò,äçëáäÞ ìå ôçí

÷ñÞóç ôùí óçìåßùí Chebychev.

ÁÓÊÇÓÇ 3: ÅðáíáëÜâåôå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, üðïõ áíôß ãéá éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá, ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôá

óçìåßá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôïí ôýðï:

3 cos
(

2i + 1
n + 1

π

2

)
, i = 0, . . . , n

ÃñÜøôå ôéò ðáñáôçñÞóåéò óáò êáé ôá óõìðåñÜóìáôÜ óáò. ♣
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ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

1) Ôá óöÜëìáôá ãéá ôéò äéÜöïñåò ðåñéðôþóåéò ðëÞèïõò óçìåßùí ðñïêýðôïõí áðü ôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá

áñéèìüò óçìåßùí åêôßìçóç óöÜëìáôïò

3 0.99355898

7 0.68045626

13 0.20048991

31 0.00047881

61 0.00003506

. ♣

2) ×ñçóéìïðïéþíôáò áíôß ãéá éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá ôá óçìåßá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôïí ôýðï

3 cos
(

2i + 1
n + 1

π

2

)
, i = 0, . . . , n

åðéëýïõìå ôï ðñüâëçìá ôïõ öáéíïìÝíïõ Runge ôçò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò.

Êáé áõôü äéüôé ôá óçìåßá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü áõôü ôïí ôýðï åßíáé ôá óçìåßá Chebychev ôá ïðïßá åßíáé

äéáöïñåôéêÜ ìåôáîý ôïõò êáé óõóóùñåýïíôáé óôá Üêñá ôïõ äéáóôÞìáôïò êáèþò ï âáèìüò ôïõ ðïëõùíýìïõ

áõîÜíåé.Åðéëýåôáé Ýôóé ôï ðñüâëçìá ôùí Ýíôïíùí ôáëáíôþóåùí ôïõ ðïëõùíýìïõ ãýñù áðü ôá áêñáßá óçìåßá.

ÔåëéêÜ üóï áõîÜíïõìå ôï âáèìü ôïõ ðïëõùíýìïõ, ôüóï ôï ðïëõþíõìï èá ðëçóéÜæåé ôçí ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç.

Áðü ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ðïõ ðñïêýðôåé,ðáñáôçñïýìå üôé, üóï ðåñéóóüôåñá óçìåßá åðéëÝãïõìå, ôüóï

"êáëýôåñï" åßíáé ôï ðïëõþíõìï ðáñåìâïëÞò êáé êáëýôåñç ðåñßðôùóç óôçí Üóêçóç ìáò Ý÷ïõìå óôçí ðåñßðôùóç

ôùí 61 óçìåßùí üðïõ ðáñáôçñåßôáé êáé ôï ìéêñüôåñï óöÜëìá.

ÌÝèïäïò 3: ÔìçìáôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ óõíáñôÞóåùí êáé äåäïìÝíùí

ÁÓÊÇÓÇ 4. Õðïëïãßóôå ôéò êõâéêÝò spline ðïõ ðáñåìâÜëëïõí ôçí f(x) = exp(−4x2), óå 7, 13, 31 êáé 61

éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá óôï äéÜóôçìá [−3, 3]. ÊÜíôå ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôçò óõíÜñôçóçò êáé ôùí spline ó´Ýíá

ãñáöéêü ðáñÜèõñï, êáé õðïëïãßóôå óå êÜèå ðåñßðôùóç ôï ìÝãéóôï êáôÜ áðüëõôç ôéìÞ óöÜëìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò

601 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá. ÐáñïõóéÜóôå ôá óöÜëìáôá ó´Ýíá ðßíáêá, êáé ãñÜøôå ôá ó÷üëéá óáò. ×ñçóéìïðïéÞóôå

ôç spline ìå ôá 13 óçìåßá, ãéá íá õðïëïãßóåôå ôçí f óôï [−5, 5]. ÊÜíôå ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç êáé õðïëïãßóôå

ôï óöÜëìá óå 1001 éóáðÝ÷oíôá óçìåßá ôïõ äéáóôÞìáôïò [−5, 5]. ♣

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

1)Ôá óöÜëìáôá ãéá ôéò äéÜöïñåò ðåñéðôþóåéò ðëÞèïõò óçìåßùí ðñïêýðôïõí áðü ôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá

áñéèìüò óçìåßùí åêôßìçóç óöÜëìáôïò

7 0.2534

13 0.0116

31 9.3140e-004

61 5.2400e-005

. ♣
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2)Óôçí ðåñßðôùóç ôçò ðïëõùíõìéêÞò ðáñåìâïëÞò ìå êõâéêÝò splines ï âáèìüò ôïõ ðïëõùíýìïõ èá åßíáé

óôáèåñüò êáé ßóïò ìå 3 åíþ èá õðÜñ÷åé êáé óõíÝ÷åéá ìÝ÷ñé êáé ôçí äåýôåñç ðáñÜãùãï.

3)ÅðéðëÝïí ôï óöÜëìá õðïëïãßæåôáé,èá åßíáé öñáãìÝíï êáé ìÜëëéóôá ìå êáëýôåñï öñÜãìá áðü ðñïçãïýìåíåò

ìåèüäïõò áöïý ï áñéèìüò ôùí óçìåßùí äåí åîáñôÜôáé áðü ôïí âáèìü ôïõ ðïëõùíýìïõ.

4)¸ôóé áðü ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ ðáñáðÜíù ðßíáêá ðáñáôçñïýìå üôé üóï áõîÜíåôáé ï áñéèìüò ôùí óçìåßùí

ôï óöÜëìá ìåéþíåôáé.ÅðïìÝíùò ôï ðïëõþíõìï ðëçóéÜæåé üëï êáé ðåñéóóüôåñï ôçí ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç.

5)ÔÝëïò ðáñáôçñïýìå üôé ç ìÝèïäïò ìå êõâéêÝò splines äßíåé ìéêñüôåñá óöÜëìáôá óå ó÷Ýóç ìå ôçí ìÝèïäï

ðïëõùíõìéêÞò ðáñåìâïëÞò.

6)Ãéá ôçí äåýôåñç ðåñßðôùóç ðáñáôçñïýìå üôé ôï óöÜëìá åßíáé 0.1384 äçëáäÞ áñêåôÜ ìéêñü.¸ôóé êáé ðÜëé ôï

êõâéêü ðïëõþíõìï ðëçóéÜæåé óå ìåãÜëï âáèìü ôçí ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç.

ÌÅÈÏÄÏÓ ÅËÁ×ÉÓÔÙÍ ÔÅÔÑÁÃÙÍÙÍ.

ÁÓÊÇÓÇ 5. Åñãáóôåßôå üðùò Ðñüâëçìá 8 ãéá íá âñåßôå ôïõò êáôÜëëçëïõò ôýðïõò êáé íá õðïëïãßóåôå

ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ ðïëõùíýìïõ 2ïõ âáèìïý ðïõ ðñïóåããßæåé ôá ðáñáðÜíù äåäïìÝíá ìå ôçí ìÝèïäï ôùí

åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôï Matlab ãéá ôïõò õðïëïãéóìïýò óáò. Õðïëïãßóôå ôï Üèñïéóìá ôùí

ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí óçìåßùí áëëÜ êáé ôùí ðïëõùíýìùí óôï ßäéï

ãñáöéêü ðáñÜèõñï. ♣

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

Ðñïêýðôåé üôé ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí åßíáé 1.3911

ÁÓÊÇÓÇ 6. ×ñçóéìïðïéÞóôå êáôÜëëçëåò óõíáñôÞóåéò/äéáäéêáóßåò ôïõ Matlab, ïé ïðïßåò åöáñìüæïõí ôçí

ìÝèïäï ôùí åëá÷ßóôùí ôåñáãþíùí, ãéá íá õðïëïãßóåôå ôá ðïëõþíõìá âáèìïý 4 êáé 8, ðïõ ðñïóåããßæïõí ôá

ðáñáðÜíù äåäïìÝíá ìå ôï âÝëôéóôï ôñüðï. Õðïëïãßóôå ôá áèñïßóìáôá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí, êáé

óõãêñßíåôå ìå ôï áíôßóôïé÷ï Üèñïéóìá ôçò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðñÜóôáóç ôùí óçìåßùí

áëëÜ êáé ôùí ðïëõùíýìùí óôï ßäéï ãñáöéêü ðáñÜèõñï. ♣

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

1)Ðñïêýðôåé üôé ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí ãéá ôï ðïëõþíõìï ôåôáñôïõ âáèìïý åßíáé

0.9124 åíþ ãéá ôï ðïëõþíõìï ïãäïïõ âáèìïý åßíáé 0.6655

2)Ðáñáôçñïýìå üôé êáèþò ï âáèìüò ôïõ ðïëõùíýìïõ áõîÜíåé,ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí

ìéêñáßíåé.

ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÇ ÁÓÊÇÓÇ. Ôþñá ðïõ ãíùñßæåôå äõï âáóéêÝò ìåèüäïõò(ÐáñåìâïëÞ êáé ÐñïóÝããéóç ìå ôç

ìÝèïäï Åëá÷ßóôùí Ôåôñáãþíùí) êáé ôéò äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ ôéò ÷ñçóéìïðïéïýìå, åßóôå óå èÝóç íá

áðïöáóßóåôå ðïéÜ ìÝèïäï åßíáé ç êáôÜëëçëç ãéá íá ðñïóåããßóïõìå ôï ðñïößë ôïõ êïñéôóéïý óôï óêßôóï ôçò

öùôïãñáößáò ÷ùñßò íá áëëïéþóïõìå ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò. ×ñçóéìïðïéÞóôå Ýíá ðñüãñáììá (ghostview, gs,

gv ... etc) ãéá íá âñåßôå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôùí óçìåßùí ôïõ ðñïößë. Èá ðñÝðåé íá ôçñÞóåôå ôç êëßìáêá þóôå

íá ìçí áëëÜîïõí ïé áíáëïãßåò. ♣
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ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÅÉÓ

Ãéá íá ðñïóåããßóïõìå ôï ðñïößë ôïõ êïñéôóéïý êáôÜëëçëç ìÝèïäïò åßíáé ç ðáñåìâïëÞ, ãéáôß ç ðáñåìâïëÞ

ðåñíÜåé áêñéâþò áðü ôá óçìåßá ôçò åéêüíáò,åíþ ç ðñïóÝããéóç ðåñíÜ êïíôÜ óôá óçìåßá. ¸ôóé óôçí äåýôåñç

ðåñßðôùóç èá åß÷áìå ðáñáìüñöùóç ôçò åéêüíáò êáé ü÷é ôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá.
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