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ÓÇÌÅÉÙÓÅÉÓ & ÅÑÃÁÓÉÁ 2: ÐñïóÝããéóç óõíáñôÞóåùí êáé äåäïìÝíùí: ÌÝèïäïò Taylor êáé

ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ - ÌÝèïäïò Åëá÷ßóôùí Ôåôñáãþíùí

(Çìåñïìçíßá ÐáñÜäïóçò: ÊõñéáêÞ 15/5/2005, (¿ñá: 23:55))

ÐÏÕËÁÑÁÊÇÓ ÓÔÅÑÃÉÏÓ ÁÅÌ:287

ÐÑÏÂËÇÌÁ 1: Õðïëïãßóôå ôï âáèìü n ôïõ ðïëõùíýìïõ p (óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï Taylor ùò ðñïò ôï óçìåßï 0)

ôï ïðïßï ðñïóåããßæåé ôç óõíÜñôçóç cos(x) ìå óöÜëìá ìéêñüôåñï Þ ßóï 1
210−5 óôï äéÜóôçìá [−π, π]. Ó÷åäéÜóôå

ôï ðïëõþíõìï êáé ôçí cos(x) óôçí ßäéá ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ãéá ôï äéÜóôçìá [−3π/2, 3π/2]. ♣
ËÕÓÇ

Ôï ðïëõþíõìï ðïõ ðñïóåããßæåé ôçí cos(x)åßíáé: y=1− (x2/2)+ (x4/4!)− (x6/6!)+ (x8/8!)− (x10/10!)+

(x12/12!)− (x14/14!)

ÁÓÊÇÓÇ 1: Õðïëïãßóôå ìå ôç ìÝèïäï Taylor, ôá ðïëõþíõìá âáèìïý 2, 4 êáé 6 ùò ðñïò ôï óçìåßï 0, ôçò

óõíÜñôçóçò 1
1+25x2 , êáèþò êáé ôá Üíù öñÜãìáôá ôïõ óöÜëìáôïò óå êÜèå ðåñßðôùóç ãéá ôï äéÜóôçìá [−1, 1].

Ôé óõìðåñáßíåôå ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç óõíÜñôçóç;

ËÕÓÇ

n f(.3) p(.3) Åêôßìçóç óöÜëìáôïò

2 0.30769231 -1.25000000 96.72523090

4 0.30769231 3.81250000 2592.07544886

6 0.30769231 -7.578125 58431.83431360

. ♣

Ðáñáôçñïýìå ïôé ôï ôï óöÜëìá áõîÜíåôáé,ìå ôçí áýîçóç ôïõ âáèìïý ôïõ ðïëõùíýìïõ.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2: Õðïëïãßóôå ôçí ðïëõùíõìéêÞ ðñïóÝããéóç p(x) ôçò f(x) óôï äéÜóôçìá [a, b], Ýôóé þóôå ç p(x)

íá óõìöùíåß ìå ôçí f óôá óçìåßá x = a : s : b (óõìâïëéóìüò Matlab). ËÝìå üôé ôï p ðáñåìâÜëåé ôçí f óôá

ðáñáðÜíù óçìåßá. ♣

ÁÓÊÇÓÇ 2: Õðïëïãßóôå ôá ðïëõþíõìá ðïõ ðáñåìâÜëëïõí ôç óõíÜñôçóç f(x) = exp(−4x2) óå 3, 7,

13, 31, 61 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá ôïõ äéáóôÞìáôïò [−3, 3]. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò êáé

ôùí ðïëõùíýìùí óå Ýíá ãñáöéêü ðáñÜèõñï êáé õðïëïãßóôå ôï óöÜëìá (ôç ìÝãéóôç êáôÜ áðüëõôç ôéìÞ ôçò

äéáöïñÜò ôïõ ðïëõùíýìïõ áðï ôç óõíÜñôçóç) ãéá êÜèå ðïëõþíõìï, ÷ñçóéìïðïéþíôáò 601 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá

óôï ðáñáðÜíù äéÜóôçìá. ♣ ËÕÓÇ

n ÓöÜëìá

3 0.87267038

7 0.96786931

13 6.56057959

31 86.64594694

61 6.87406189

. ♣
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ÁÓÊÇÓÇ 3: ÅðáíáëÜâåôå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, üðïõ áíôß ãéá éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá, ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôá

óçìåßá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôïí ôýðï:

3 cos
(

2i + 1
n + 1

π

2

)
, i = 0, . . . , n

ÃñÜøôå ôéò ðáñáôçñÞóåéò óáò êáé ôá óõìðåñÜóìáôÜ óáò. ♣
ËÕÓÇ

n ÓöÜëìá

3 0.8726407

7 0.96794852

13 6.55855711

31 87.04271178

61 6.86828473

. ♣

Ðáñáôçñïýìå ïôé ôá óöÜëìáôá åßíáé ðáíïìïéüôõðá üðùò êáé ðñßí.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 3. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f |[a,b] êáé n óçìåßá áõôÞò (xi, yi), i=1,. . . ,n, ôÝôïéá þóôå a = x1< x2< . . .< xn−1< xn =

b. ÐáñåìâÜëåôå êÜèå æåýãïò óõíå÷üìåíùí óçìåßùí ìå Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý 0, 1 êáé 3 áíôßóôïé÷á. ÁõôÝò

ïé óõíáñôÞóåéò ðñïóÝããéóçò ïíïìÜæïíôáé ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìá. Óôçí ðåñßðôùóç ôùí ðïëõùíýìùí ôñßôïõ

âáèìïý, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé êÜèå æåýãïò ãåéôïíéêþí ðïëõùíýìùí åßôå Ý÷ïõí óõíå÷åßò ðñþôåò

ðáñáãþãïõò (ïðüôå ïíïìÜæïíôáé êõâéêÝò spline Hermite), åßôå Ý÷ïõí óõíå÷åßò ôüóï ôéò ðñþôåò üóï êáé ôéò

äåýôåñåò ðáñáãþãïõò, ïðüôå ïíïìÜæïíôáé êõâéêÝò splines. ♣

ÁÓÊÇÓÇ 4. 1.Õðïëïãßóôå ôéò êõâéêÝò spline ðïõ ðáñåìâÜëëïõí ôçí f(x) = exp(−4x2), óå 7, 13, 31 êáé 61

éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá óôï äéÜóôçìá [−3, 3]. ÊÜíôå ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôçò óõíÜñôçóçò êáé ôùí spline ó´Ýíá

ãñáöéêü ðáñÜèõñï, êáé õðïëïãßóôå óå êÜèå ðåñßðôùóç ôï ìÝãéóôï êáôÜ áðüëõôç ôéìÞ óöÜëìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò

601 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá. ÐáñïõóéÜóôå ôá óöÜëìáôá ó´Ýíá ðßíáêá, êáé ãñÜøôå ôá ó÷üëéá óáò.2.×ñçóéìïðïéÞóôå

ôç spline ìå ôá 13 óçìåßá, ãéá íá õðïëïãßóåôå ôçí f óôï [−5, 5]. ÊÜíôå ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç êáé õðïëïãßóôå

ôï óöÜëìá óå 1001 éóáðÝ÷oíôá óçìåßá ôïõ äéáóôÞìáôïò [−5, 5]. ♣
ËÕÓÇ

1.

n(óçìåßá) ÓöÜëìá ðáñåìâïëÞò

7 0.25336776

13 0.01157648

31 0.00093140

61 0.00005240

. ♣

2.error=0.1384

ÐÑÏÂËÇÌÁ 4. ¸óôù üôé äßíåôáé Ýíáò ðßíáêáò äåäïìÝíùí ãéá ôç óõíÜñôçóç f(x) = 1
x :

x 1 2 ? 4 5 6 7

f(x) 1 0.5 0.3333 0.25 0.2 0.1667 0.1429
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êáé æçôåßôáé íá âñåßôå ôçí ôéìÞ x, ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óå äåäïìÝíç ôéìÞ f(x). Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ôï

ðñüâëçìá óõíßóôáôáé óôçí åðßëõóç ôçò ìç ãñáììéêÞò åîßóùóçò 1/x=0.3333. Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò üìùò ç

óõíÜñôçóç äåí åßíáé ãíùóôÞ. ¸ôóé, óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò ðñÝðåé íá åêôéìÞóïõìå ôï x áðü ôï ðïëõþíõìï

ðáñåìâïëÞò p(x) ôçò f(x). ÄçëáäÞ, ðñÝðåé íá ëýóïõìå ôï ìç-ãñáììéêü ðñüâëçìá p(x) = 0.3333 ãéá ôï

äåäïìÝíï ðßíáêá ìåôñÞóåùí. Åöüóïí ç p(x) åßíáé ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç, êÜôé ôÝôïéï ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß

åýêïëá ìå ôéò ìåèüäïõò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôï KåöÜëáéï 2 tïõ âéâëßïõ ôùí Ã. Áêñßâç êáé Â. ÄïõãáëÞ

`ÅéóáãùãÞ óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç'. Ìéá áêüìç áðëÞ áëëÜ ü÷é éäéáßôåñá áîéüðéóôç ìÝèïäïò åßíáé íá

êÜíïõìå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ x ùò ðñïò ôï f(x) êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá ìÝèïäï óáí ôçí La-

grange ãéá íá õðïëïãßóïõìå ìéá ðñïóÝããéóç ôïõ x, ôçí ïðïßá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá íá âñïýìå

ôï x óôï óçìåßï 0.3333. Äõóôõ÷þò, ìå ôçí áíôéóôñïöÞ ôùí ìåôáâëçôþí äåí åßíáé óßãïõñï üôé ïé ôéìÝò êáôÜ

ìÞêïò ôçò íÝáò ôåôìçìÝíçò (ç ïðïßá ôþñá åßíáé ç f(x)) åßíáé ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíåò, ìå áðïôÝëåóìá

ç ðáñåìâïëÞ íá ðáñïõóéÜæåé ôáëáíôþóåéò. Ôï ðñüâëçìá áõôü ïíïìÜæåôáé ôï ðñüâëçìá ôçò áíôßóôñïöçò

ðáñåìâïëÞò.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 5. ¸óôù f |[a,b] ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç. ØÜ÷íïõìå íá âñïýìå Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n, p∗n(x) =

anxn+an−1x
n−1+. . .+a1x+a0, ôï ïðïßï íá éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç

∫ b
a w(x)(f(x)−p∗n(x))2dx = minp∈Pn

∫ b
a w(x)(f(x)−

p(x))2dx. Áõôü ôï ðïëõþíõìï, p∗n, ïíïìÜæåôáé ðñïóÝããéóç åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôçò f . ♣

ÐÑÏÂËÇÌÁ 6. Áðïäåßîôå ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï, üôé ôá ðïëõþíõìá T0, T1 êáé T2, üðïõ T0(x) = 1, T1(x) =

x, T2(x) = 3
2x2 − 1

2 , åßíáé ïñèïãþíéá ùò ðñïò ôï ðáñáðÜíù åóùôåñéêü ãéíüìåíï. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôá óáí

âÜóç óôï ÷þñï P2([−1, 1]) ãéá íá õðïëïãßóåôå ôçí ðñïóÝããéóç åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôçò exp(x). ÊÜíôå

ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò, ôïõ ðïëõùíýìïõ êáé ôïõ óöÜëìáôïò. ÐïéÜ ç ó÷Ýóç ôùí Ti ìå ôá

ðïëõþíõìá Legendre;

ÐÑÏÂËÇÌÁ 7. ¸óôù ôï ðïëõþíõìï p2(x) =
∑2

i=0 aiTi(x), üðïõ T0(x) = 1, T1(x) = x êáé Tn(x) = cos(n ·
cos−1x). Áðïäåßîôå ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï üôé ôá ðïëõþíõìá Ti åßíáé ïñèïãþíéá óå ó÷Ýóç ìå ôç óõíÜñôçóç

âÜñïõò w(x) = 1/ 2
√

1− x2 êáé âñåßôå ôçí ðñïóÝããéóç åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôçò ex. Ôá ðïëõþíõìá Ti

ïíïìÜæïíôáé Chebychev. Õðïëïãßóôå ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï ôéò ñßæåò ôïõò. ¸÷åôå óõíáíôÞóåé ôá óçìåßá áõôÜ

ðñßí; Óçìåéþóôå üôé:

∫ 1
−1 w(x)Ti(x)Tj(x)dx =

{ 0 , áí i 6= j

π , áí i = j = 0

π/2 , áëëéþò

ÐÑÏÂËÇÌÁ 8. Ç áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç ðñïóÝããéóçò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí åßíáé ç ðñïóáñìïãÞ ìéáò

åõèåßáò ãñáììÞò óå Ýíá óýíïëï æåõãùí ðáñáôçñÞóåùí x-y. Ç ôáêôéêÞ áõôÞ ëÝãåôáé "ÃñáììéêÞ Ðáëéíäñüìçóç".

Ç ìáèçìáôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò åõèåßáò ãñáììÞò åßíáé y = a0 + a1x + e, üðïõ a0 êáé a1 åßíáé óõíôåëåóôÝò ðïõ

ðåñéãñÜöïõí ôï óçìåßï ôïìÞò ìå ôïí Üîïíá ôùí ôåôáãìÝíùí êáé ôçí êëßóç áíôßóôïé÷á, åíþ e åßíáé ôï óöÜëìá

Þ ôï õðüëïéðï ìåôáîý ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ôùí ðáñáôçñÞóåùí.

Áí Ý÷ïõìå n ìåôñÞóåéò, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn ôüôå ìßá íüñìá ðïõ ìðïñïýìå íá

÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé ç åðÝêôáóç ôçò Åõêëåßäåéáò óôïí Rn ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

‖x‖2 :=

√√√√ n∑
i=1

x2
i .
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Ç ðáñáðÜíù åõèåßá, y = α1x + α0, áðïôåëåß âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç åáí ôá α0 êáé α1 åßíáé ôÝôïéá þóôå íá

åëá÷éóôïðïéåßôáé ç

‖y − (α1x + α0)‖2.

Âåâáéùèåßôå üôé óáò åßíáé êáôáíïçôü ãéáôß ìáò áñêåß íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå ùò ðñïò α0 êáé α1 ôçí óõíÜñôçóç

φ(a0, a1) =
∑n

i=1(yi − α0 − α1xi)2.

Ëýóç. Ç ëýóç éóïäõíáìåß ìå ôçí åðßëõóç ôùí ðáñáêÜôù åîéóþóåùí, ïé ïðïßåò áðïôåëïýí åðáñêåßò óõíèÞêåò

ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç:
∂φ
∂a0

= −2
∑n

i=1(yi − a0 − a1xi) = 0 êáé ∂φ
∂a1

= −2
∑n

i=1(yi − a0 − a1xi)xi = 0. Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷ôåß

üôé a1 = n
∑

xiyi−
∑

xi

∑
yi

n
∑

x2
i−(

∑
xi)2

êáé a0 = y − a1x, üðïõ y êáé x åßíáé ïé ìÝóåò ôéìÝò ôùí y êáé x áíôßóôïé÷á.

ÂåâáéùèÞôå üôé îÝñåôå ðùò êáé ãéáôß êáôáëÞãïõìå óå áõôïýò ôïõò ôýðïõò.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 9. ¸óôù üôé ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò ðáñïõóéÜæåé ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ äéêôýïõ óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá

[0, 3] óå 41 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá. Õðïëïãßóôå ôá ðïëõþíõìá âáèìïý 0 êáé 1 ðïõ ðñïóåããßæïõí ôá äåäïìÝíá ìå

ôïí êáëýôåñï ôñüðï. Õðïëïãßóôå üëïõò ôïõò äåßêôåò ãéá ôá ðïëõþíõìá ðïõ èá âñåßôå, üðùò óôï ðáñÜäåéãìá

1. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôï Excel óå üëïõò óáò ôïõò õðïëïãéóìïýò. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí óçìåßùí

áëëÜ êáé ôùí ðïëõùíýìùí óôï ßäéï ãñáöéêü ðáñÜèõñï.

Óçìåßá ÄåäïìÝíá

1 2.07458 1.78801 2.07548 1.97954 2.08945 1.63480

7 2.03053 1.74630 1.79267 1.42920 1.14101 1.32438

13 1.17944 0.93214 0.87631 0.80062 0.69002 0.79622

19 0.73527 0.60637 0.80011 0.95631 0.64858 0.95624

25 0.62853 0.55175 0.90018 1.00167 0.60299 1.05339

31 0.87300 0.99931 1.01089 1.11733 0.95633 1.15222

37 1.09389 0.86498 1.04563 1.11432 1.15554

. ♣

ÁÓÊÇÓÇ 5. Åñãáóôåßôå üðùò Ðñüâëçìá 8 ãéá íá âñåßôå ôïõò êáôÜëëçëïõò ôýðïõò êáé íá õðïëïãßóåôå

ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ ðïëõùíýìïõ 2ïõ âáèìïý ðïõ ðñïóåããßæåé ôá ðáñáðÜíù äåäïìÝíá ìå ôçí ìÝèïäï ôùí

åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôï Matlab ãéá ôïõò õðïëïãéóìïýò óáò. Õðïëïãßóôå ôï Üèñïéóìá ôùí

ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí óçìåßùí áëëÜ êáé ôùí ðïëõùíýìùí óôï ßäéï

ãñáöéêü ðáñÜèõñï. ♣ ËÕÓÇ

sse=1.39110942

ÁÓÊÇÓÇ 6. ×ñçóéìïðïéÞóôå êáôÜëëçëåò óõíáñôÞóåéò/äéáäéêáóßåò ôïõ Matlab, ïé ïðïßåò åöáñìüæïõí ôçí

ìÝèïäï ôùí åëá÷ßóôùí ôåñáãþíùí, ãéá íá õðïëïãßóåôå ôá ðïëõþíõìá âáèìïý 4 êáé 8, ðïõ ðñïóåããßæïõí ôá

ðáñáðÜíù äåäïìÝíá ìå ôï âÝëôéóôï ôñüðï. Õðïëïãßóôå ôá áèñïßóìáôá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí, êáé

óõãêñßíåôå ìå ôï áíôßóôïé÷ï Üèñïéóìá ôçò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðñÜóôáóç ôùí óçìåßùí

áëëÜ êáé ôùí ðïëõùíýìùí óôï ßäéï ãñáöéêü ðáñÜèõñï. ♣ ËÕÓÇ

1.Ôï sse ôïõ 4 âáèìïý ôïõ ðïëõùíýìïõ åßíáé:0.91238292

2.Ôï sse ôïõ 8 âáèìïý ôïõ ðïëõùíýìïõ åßíáé:0.66550637

ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÇ ÁÓÊÇÓÇ. Ôþñá ðïõ ãíùñßæåôå äõï âáóéêÝò ìåèüäïõò(ÐáñåìâïëÞ êáé ÐñïóÝããéóç ìå ôç

ìÝèïäï Åëá÷ßóôùí Ôåôñáãþíùí) êáé ôéò äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ ôéò ÷ñçóéìïðïéïýìå, åßóôå óå èÝóç íá
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áðïöáóßóåôå ðïéÜ ìÝèïäï åßíáé ç êáôÜëëçëç ãéá íá ðñïóåããßóïõìå ôï ðñïößë ôïõ êïñéôóéïý óôï óêßôóï ôçò

öùôïãñáößáò ÷ùñßò íá áëëïéþóïõìå ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò. ×ñçóéìïðïéÞóôå Ýíá ðñüãñáììá (ghostview, gs,

gv ... etc) ãéá íá âñåßôå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôùí óçìåßùí ôïõ ðñïößë. Èá ðñÝðåé íá ôçñÞóåôå ôç êëßìáêá þóôå

íá ìçí áëëÜîïõí ïé áíáëïãßåò. ♣
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Ó÷Þìá 7. Âñåßôå ôçí ðéï êáôÜëëçëç ìÝèïäï ãéá íá áíáðáñáóôÞóåôå ôç ãñáììÞ ôïõ ðñïößë ôïõ êïñéôóéïý

Ïäçãßåò ðáñÜäïóçò: Ëýóôå ôéò 7 ÁóêÞóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé ìÝóá óôï öõëëÜäéï-óçìåéþóåéò. Ðáñáäþóôå

ôïí Matlab êþäéêá, ôï áñ÷åßï Excel êáé ôï êåßìåíï ìå ôá ó÷üëéá óáò ìÝóù ôïõ eClass. Ôá ÐñïâëÞìáôá åßíáé

ðñïáéñåôéêÜ.

ÊáëÞ åðéôõ÷ßá.
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