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ÌÅÈÏÄÏÓ TAYLOR ÊÁÉ ÐÏËÕÙÍÕÌÉÊÇ ÐÁÑÅÌÂÏËÇ.

Ðñüâëçìá: Ìå äåäïìÝíç ìéá óõíÜñôçóç f(x) Þ åíüò ðßíáêá ìå ôéìÝò ôçò f


 x1 x2 . . . xn−1 xn

f(x1) f(x2) . . . f(xn−1) f(xn)




âñåßôå ìéá ``áðëÞ'' êáé ``ïìáëÞ'' óõíÜñôçóç φ(x), ç ïðïßá íá åßíáé ìéá ``êáëÞ ðñïóÝããéóç'' ôçò f(x), äçëáäÞ ç
áðüóôáóç ||f − φ|| íá åßíáé ``ìéêñÞ''. ÓõíÞèùò åðéëÝãåôáé ìéá óõíÜñôçóç φ ðïõ íá ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß
óáí ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ``ãíùóôþí'', ðïëý ïìáëþí óõíáñôÞóåùí {Bi(x)}N

i=1, ïé ïðïßåò áðïêáëïýíôáé
óõíáñôÞóåéò âÜóçò êáé åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò. Ç ðáñÜìåôñïò N ïíïìÜæåôáé äéÜóôáóç
ôïõ ÷þñïõ ðñïóÝããéóçò óôïí ïðïßï áíÞêåé ç φ Þ áëëéþò âáèìïß åëåõèåñßáò ôçò φ. ÔåëéêÜ: f(x) ≈ φ(x) =
∑N

i=1 aiBi(x).

ÌÝèïäïò ÓõíáñôÞóåéò âÜóçò Bi(x)
ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç
óõíáñôÞóåùí âÜóçò
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ÌÝèïäïò ÓõíáñôÞóåéò âÜóçò Bi(x)
ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç
óõíáñôÞóåùí âÜóçò

ÐïëõùíõìéêÞ
ðáñåìâïëÞ
Lagrange

∏n
j=0,i6=j(x− xj)/(xi − xj), i = 0 : n
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ÌÝèïäïò ÓõíáñôÞóåéò âÜóçò Bi(x)
ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç
óõíáñôÞóåùí âÜóçò

ÐáñåìâïëÞ ìå ñçôÝò
óõíáñôÞóåéò
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Ðßíáêáò 1. ÌÝèïäïé ðáñåìâïëÞò, ïé óõíáñôÞóåéò âÜóçò êáé ïé ãñáöéêÝò áíáðáñáóôÜóåéò ôïõò.

ÐïëõùíõìéêÞ ðñïóÝããéóç.

Éó÷õñéóìüò. (Weierstrass) ÅÜí ç f åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óôï äéÜóôçìá [a, b], ôüôå ãéá êÜèå ε > 0 õðÜñ÷åé
Ýíá ðïëõþíõìï pn(x) âáèìïý n = n(ε), ôÝôïéï þóôå maxx∈[a,b]|f(x)− pn(x)| < ε.

ÌÝèïäïò 1: ÓåéñÝò Taylor ãéá ôçí ðñïóÝããéóç ``ïìáëþí'' óõíáñôÞóåùí.

Éó÷õñéóìüò. ¸óôù üôé ç f(x) éóïýôáé ìå ôï áíÜðôõãìá ôçò óåéñÜò Taylor óôï óçìåßï a:
f(x) =

∑∞
n=0

f (n)(a)
n! (x− a)n. ¸óôù Tn(x) ôï ðïëõþíõìï Taylor âáèìïý n ôçò f óôï a. Áöïý ç f éóïýôáé ìå

ôï áíÜðôõãìá ôçò óåéñÜò Taylor, Tn(x) → f(x) êáèþò n →∞ êáé Üñá ôï Tn ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß óáí
ìéá ðñïóÝããéóç ôçò f : f(x) ≈ Tn(x). Èá èÝëáìå ùóôüóï íá îÝñïõìå ðüóï ìåãÜëï ðñÝðåé íá åßíáé ôï n þóôå
íá åðéôý÷ïõìå ôçí åðéèõìçôÞ áêñßâåéá. Ãéá ôï óêïðü áõôü ðñÝðåé íá äïýìå ôï ìÝãåèïò ôïõ õðïëïßðïõ:
|Rn(x)| = |f(x)− Tn(x)|
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Óçìåßùóç: Óýìöùíá ìå ôçí ðñïóÝããéóç ìå óåéñÝò Taylor, ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç f ìðïñåß íá ðñïóåããéóôåß
áðü ôï ðïëõþíõìï Taylor âáèìïý n, pn(x) =

∑n
i=0

f (i)(a)
i! (x − a)i. Ï âáèìüò ôïõ ðïëõùíýìïõ êáèïñßæåôáé

áðü ôçí åðéèõìçôÞ áêñßâåéá ôçò ðñïóÝããéóçò.

ÁíÜëõóç óöÜëìáôïò ôçò ìåèüäïõ Taylor
ÕðÜñ÷ïõí ôñåéò ôñüðïé åêôßìçóçò ôïõ ìåãÝèïõò ôïõ óöÜëìáôïò:

1. ÊáôáóêåõÜæïõìå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ |Rn(x)| êáé åêôéìïýìå ôï óöÜëìá áðü áõôÞí.

2. ÅÜí ç óåéñÜ åßíáé ìéá åíáëëáóóüìåíç óåéñÜ, ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï Èåþñçìá Åêôßìçóçò
Åíáëëáóóüìåíùí Óåéñþí (Alternating Series Estimation Theorem).

3. Óå üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ôýðï ôïõ Taylor, óýìöùíá ìå ôïí ïðïßï:

Rn(x) = f (n+1)(z)
(n+1)! (x− α)n+1

üðïõ z åßíáé Ýíáò áñéèìüò ðïõ âñßóêåôáé ìåôáîý ôùí x êáé a.

Ðáñáäåßãìáôá: ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá Taylor ìðïñåßôå íá ðÜñåôå ôá ðáñáêÜôù áíáðôýãìáôá óõíáñôÞóåùí:
1
x = 1

2 − 1
4(x− 2) + 1

8(x− 2)2 − 1
16(x− 2)3 + 1

32(x− 2)4 + O((x− 2)5)

ln(x) = (x− 1)− 1
2(x− 1)2 + 1

3(x− 1)3 − 1
4(x− 1)4 + O((x− 1)5)

sin(x) = −(x− π) + 1
6(x− π)3 + O((x− π)5)

√
x = 1 + 1

2(x− 1)− 1
8(x− 1)2 + 1

16(x− 1)3 − 5
128(x− 1)4 + O((x− 1)5)

csc(x) = 1 + 1
2(x− 1

2π)2 + 5
24(x− 1

2π)4 + O((x− 1
2π)5)

2sin2(x) = 2(x− π)2 − 2
3(x− π)4 + O((x− π)6)

1− cos(2x) = 2(x− π)2 − 2
3(x− π)4 + O((x− π)5)

ÐáñÜäåéãìá: Áí f(x) = cos(x), ôüôå ç ðñïóÝããéóç ôçò ùò ðñïò ôï 0, ìå ôïí ôýðï ôïõ Taylor êáé ìå ðïëõþíõìá
âáèìïý 0, 2, 4, 6 êáé 8(âë. Ó÷Þìá 1), äßäåôáé áíôßóôïé÷á áðü:
T0(x) = 1, T2(x) = 1− x2

2 , T4(x) = 1− x2

2 + x4

4! , T6(x) = 1− x2

2 + x4

4! − x6

6!

êáé T8(x) = 1− x2

2 + x4

4! − x6

6! + x8

8! .
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Ó÷Þìá 1. Ïé óõíáñôÞóåéò cos(x) (áñéóôåñÜ) êáé 1
x (äåîéÜ) ìå ôéò ðñïóåããßóåéò ôïõò.
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ÐáñÜäåéãìá: Áí f(x) = 1
x , ç ðñïóÝããéóç ôçò ùò ðñïò ôï 1, ìå ôïí ôýðï ôïõ Taylor êáé ìå ðïëõþíõìá âáèìïý

0, 1, 2, 3 êáé 4(âë. Ó÷Þìá 1), äßäåôáé áíôßóôïé÷á áðü:
T0(x) = 1, T1(x) = 1− x, T2(x) = 1− x + x2, T3(x) = 1− x + x2− x3 êáé T4(x) = 1− x + x2− x3 + x4.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 1: Õðïëïãßóôå ôï âáèìü n ôïõ ðïëõùíýìïõ p (óýìöùíá ìå ôç ìÝèïäï Taylor ùò ðñïò ôï óçìåßï 0)
ôï ïðïßï ðñïóåããßæåé ôç óõíÜñôçóç cos(x) ìå óöÜëìá ìéêñüôåñï Þ ßóï 1

210−5 óôï äéÜóôçìá [−π, π]. Ó÷åäéÜóôå
ôï ðïëõþíõìï êáé ôçí cos(x) óôçí ßäéá ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ãéá ôï äéÜóôçìá [−3π/2, 3π/2]. ♣

ÁÓÊÇÓÇ 1: Õðïëïãßóôå ìå ôç ìÝèïäï Taylor, ôá ðïëõþíõìá âáèìïý 2, 4 êáé 6 ùò ðñïò ôï óçìåßï 0, ôçò
óõíÜñôçóçò 1

1+25x2 , êáèþò êáé ôá Üíù öñÜãìáôá ôïõ óöÜëìáôïò óå êÜèå ðåñßðôùóç ãéá ôï äéÜóôçìá [−1, 1].
Ôé óõìðåñáßíåôå ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç óõíÜñôçóç; Óõìðëçñþóôå ôïí ðßíáêá:

n f(.3) p(.3) Åêôßìçóç óöÜëìáôïò

2
4
6

. ♣

Óçìåßùóç/Õðüäåéîç. Äßíïíôáé ïé ðáñÜãùãïé ôçò f(x) = 1
(1+25x2)

d
dx

(
1

(1+25x2)
)
)

= − 50
(1+25x2)2

x

d2

dx2

(
1

(1+25x2)

)
= 50 75x2−1

(1+25x2)3

d3

dx3

(
1

(1+25x2)

)
= −15000x −1+25x2

(1+25x2)4

d4

dx4

(
1

(1+25x2)

)
= 150001+3125x4−250x2

(1+25x2)5

d5

dx5

(
1

(1+25x2)

)
= −3750000x3+1875x4−250x2

(1+25x2)6

d6

dx6

(
1

(1+25x2)

)
= 11250000−1+525x2−21875x4+109375x6

(1+25x2)7

d7

dx7

(
1

(1+25x2)

)
= −15750000000x−1+175x2−4375x4+15625x6

(1+25x2)8

d8

dx8

(
1

(1+25x2)

)
= 157500000001−900x2−1312500x6+3515625x8+78750x4

(1+25x2)9

ÌÝèïäïò 2: ÐïëõùíõìéêÞ ÐáñåìâïëÞ ÓõíáñôÞóåùí êáé ÄåäïìÝíùí

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2: Õðïëïãßóôå ôçí ðïëõùíõìéêÞ ðñïóÝããéóç p(x) ôçò f(x) óôï äéÜóôçìá [a, b], Ýôóé þóôå ç p(x)

íá óõìöùíåß ìå ôçí f óôá óçìåßá x = a : s : b (óõìâïëéóìüò Matlab). ËÝìå üôé ôï p ðáñåìâÜëåé ôçí f óôá
ðáñáðÜíù óçìåßá. ♣

Áëãüñéèìïò 1(ÌÝèïäïò Ðßíáêá): Ôï ðïëõþíõìï ðïõ øÜ÷íïõìå ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß ôéò n åîéóþóåéò p(x) =

f(x) óôá óçìåßá x = a : s : b, üðïõ n + 1 = size(x).
Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ åíüò ðïëõùíýìïõ âáèìïý n ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ x åßíáé:

anxn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0
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üðïõ a0, a1, . . . , an åßíáé óôáèåñÝò êáé an 6= 0. Ï âáèìüò åíüò ðïëõùíýìïõ åßíáé ç ìåãáëýôåñç äýíáìç óôçí
ïðïßá åßíáé õøùìÝíç ç ìåôáâëçôÞ ôïõ. ÊÜèå ðïëõþíõìï åßíáé Üèñïéóìá áðü üñïõò ôçò ìïñöÞò axk, ïé ïðïßïé
ïíïìÜæïíôáé ìïíþíõìá, üðïõ a åßíáé ìéá óôáèåñÜ êáé k Ýíáò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò. ¸íá äéþíõìï åßíáé ôï
Üèñïéóìá äýï ìïíþíõìùí, Ýíá ôñéþíõìï åßíáé ôï Üèñïéóìá ôñéþí ìïíþíõìùí ê.ï.ê. Ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò
ôçò ðïëõùíõìéêÞò ðáñåìâïëÞò óõíßóôáôáé óôçí åðßëõóç ôïõ ðáñáêÜôù ðñïâëÞìáôïò ðéíÜêùí, üðïõ ï ðßíáêáò
ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí åîéóþóåùí ïíïìÜæåôáé ðßíáêáò Vandermonde.




1 x0 . . . xn
0

1 x1 . . . xn
1

...
... . . .

...
1 xn . . . xn

n







a0

a1

...
an




=




f(x0)

f(x1)
...

f(xn




ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) = 1
(1+25x2)

. Âñåßôå Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý 6 ôï ïðïßï ðáñåìâÜëëåé ôçí
óõíÜñôçóç óôá óçìåßá x = −3 : 3. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ç ëýóç ôçò ðïëõùíõìéêÞò ðáñåìâïëÞò óõíßóôáôáé
óôçí åýñåóç ôùí óõíôåëåóôþí ôïõ ðïëõùíýìïõ a6x

6 + a5x
5 + a4x

4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 = f(x) ãéá
x = −3 : 3, ðïõ éóïäõíáìåß ìå ôçí åðßëõóç ôïõ óõóôÞìáôïò ôùí åîéóþóåùí. Óôï ðáñÜäåéãìá áõôü ï ðßíáêáò
óõíôåëåóôþí, ôï äéÜíõóìá ôùí áãíþóôùí êáé äéÜíõóìá ôùí ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé ïé áêüëïõèïé:




1 −3 9 −27 81 −243 729

1 −2 4 −8 16 −32 64

1 −1 1 −1 1 −1 1

1 0 0 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1

1 2 4 8 16 32 64

1 3 9 27 81 243 729







a0

a1

a2

a3

a4

a5

a6




=




0.0044

0.0099

0.0385

1.0000

0.0385

0.0099

0.0044




êáé ç ëýóç åßíáé:



1.0

1.0× 10−9

−1.3048

−4.0× 10−10

0.36962

−1.4787× 10−11

−2.6326× 10−2




¢ñá ôï ðïëõþíõìï åßíáé ôï p(x) = −0.026326x6 + 0.36962x4 − 1.3048x2 + 1.
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1

Ó÷Þìá 2. Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f(x) = 1
(1+25x2)

êáé ôïõ ðïëõùíýìïõ
p(x) = −0.026326x6 + 0.36962x4 − 1.3048x2 + 1.
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ÁÓÊÇÓÇ 2: Õðïëïãßóôå ôá ðïëõþíõìá ðïõ ðáñåìâÜëëïõí ôç óõíÜñôçóç f(x) = exp(−4x2) óå 3, 7,
13, 31, 61 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá ôïõ äéáóôÞìáôïò [−3, 3]. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò êáé
ôùí ðïëõùíýìùí óå Ýíá ãñáöéêü ðáñÜèõñï êáé õðïëïãßóôå ôï óöÜëìá (ôç ìÝãéóôç êáôÜ áðüëõôç ôéìÞ ôçò
äéáöïñÜò ôïõ ðïëõùíýìïõ áðï ôç óõíÜñôçóç) ãéá êÜèå ðïëõþíõìï, ÷ñçóéìïðïéþíôáò 601 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá
óôï ðáñáðÜíù äéÜóôçìá. ♣

Õðüäåéîç: ÃñÜøôå ìéá óõíÜñôçóç ìå üíïìá matrixgenerator(x,n), üðïõ x ôï äéÜíõóìá ìå ôéò
ôåôìçìÝíåò ôùí óçìåßùí ôçò ðáñåìâïëÞò êáé n ôï ðëÞèïò ôïõò, ç ïðïßá õðïëïãßæåé êáé åðéóôñÝöåé ôïí ðßíáêá
ôïõ áíôßóôïé÷ïõ óõóôÞìáôïò ðñïò ëýóç. Åðßóçò ãñÜøôå ìéá óõíÜñôçóç ìå üíïìá evaluatepolyno-

mial(poly, m, t), üðïõ poly åßíáé ôï äéÜíõóìá ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ ðïëõùíýìïõ, m ï âáèìüò
ôïõ êáé t ç ôåôìçìÝíç ôïõ óçìåßïõ óôï ïðïßï õðïëïãßæïõìå ôçí ôéìÞ ôïõ ðïëõùíýìïõ. Ç óõíÜñôçóç èá
åðéóôñÝöåé ôçí ôéìÞ ôïõ ðïëõùíýìïõ. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôïí êáíüíá ôïõ Horner ãéá íá ôïí õðïëïãéóìü ôçò ôéìÞò
ôïõ ðïëõùíýìïõ. Ôï ðñüãñáììá óáò èá Ý÷åé ôçí ðáñáêÜôù ìïñöÞ:

...

shmeia = [3 7 13 31 61];

for i=1:5

x = linspace(-3,3,shmeia(i));

n = length(x);

a = matrixgenerator(x,n);

[L,U] = lu(a);

y = exp(-4*x.^2);

yi = U \ (L \ y');

for k=1:n

yy(k)=evaluatepolynomial(yi,n,x(k));

end;

...

end

...

ÁÓÊÇÓÇ 3: ÅðáíáëÜâåôå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, üðïõ áíôß ãéá éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá, ÷ñçóéìïðïéÞóôå ôá
óçìåßá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôïí ôýðï:

3 cos
(

2i + 1
n + 1

π

2

)
, i = 0, . . . , n

ÃñÜøôå ôéò ðáñáôçñÞóåéò óáò êáé ôá óõìðåñÜóìáôÜ óáò. ♣

Óçìåßùóç. ÁõôÞ ç ìÝèïäïò ðñÝðåé íá áðïöåýãåôáé, ãéáôß ïé ëýóåéò ôùí åîéóþóåùí Vandermode óõìðåñéöÝñïíôáé
ðáñÜîåíá ãéá ìåãÜëá n.

Áëãüñéèìïò 2 (ÌÝèïäïò Lagrange): Ìå áõôÞ ôç ìÝèïäï ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ðïëõùíõìéêÞòðáñåìâïëÞò
äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

pn(x) =
n∑

i=0

f(xi)Li(x)
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üðïõ ôá óçìåßá ðáñåìâïëÞò åßíáé ôá {xi, f(xi)}n
i=0 êáé Li(x) =

∏n
j=0,i6=j(x− xj)/(xi − xj).

ÐáñÜäåéãìá. Õðïëïãßóôå ôá ðïëõþíõìá ðáñåìâïëÞò Li 6ïõ âáèìïý óôá óçìåßá -3:1:3.

Ëýóç. Ïé óõíáñôÞóåéò âÜóåéò Li(x) ãéá áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç åßíáé:
1: L0(x) = (x + 2)(x + 1)x(x− 1)(x− 2)(x− 3)/720,
2: L1(x) = −(x + 3)(x + 1)x(x− 1)(x− 2)(x− 3)/120,
3: L2(x) = (x + 3)(x + 2)x(x− 1)(x− 2)(x− 3)/48,
4: L3(x) = −(x + 3)(x + 2)(x + 1)(x− 1)(x− 2)(x− 3)/36,
5: L4(x) = (x + 3)(x + 2)(x + 1)x(x− 2)(x− 3)/48,
6: L5(x) = −(x + 3)(x + 2)(x + 1)x(x− 1)(x− 3)/120,
7: L6(x) = (x + 3)(x + 2)(x + 1)x(x− 1)(x− 2)/720.
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Ó÷Þìá 3. Ôá ðïëõþíõìá Li, i = 0, . . . , n ãéá ôï äéÜóôçìá [−3, 3] êáé ãéá 7 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá.

Èåþñçìá. ¸óôù f ∈ Cn+1[a, b] êáé pn(x) ôï ðïëõþíõìï Lagrange âáèìïý n ðïõ ðáñåìâÜëåé ôç óõíÜñôçóç
f(x) óôá óçìåßá a = x0 < x1 < . . . < xn = b. Ôüôå, ãéá êÜèå x ∈ [a, b] õðÜñ÷åé Ýíá ξ ôÝôïéï þóôå
f(x)− pn(x) = fn+1(ξ)

(n+1)! (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn) êáé ||f − pn|| ≤ ||f (n+1)||hn+1

4(n+1) , üðïõ h = maxi|xi+1− xi|.

ÌÝèïäïò 3: ÔìçìáôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ óõíáñôÞóåùí êáé äåäïìÝíùí

ÐÑÏÂËÇÌÁ 3. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f |[a,b] êáé n óçìåßá áõôÞò (xi, yi), i=1,. . . ,n, ôÝôïéá þóôå a = x1 <

x2 < . . . < xn−1 < xn = b. ÐáñåìâÜëåôå êÜèå æåýãïò óõíå÷üìåíùí óçìåßùí ìå Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý 0,
1 êáé 3 áíôßóôïé÷á. ÁõôÝò ïé óõíáñôÞóåéò ðñïóÝããéóçò ïíïìÜæïíôáé ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìá. Óôçí ðåñßðôùóç
ôùí ðïëõùíýìùí ôñßôïõ âáèìïý, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé êÜèå æåýãïò ãåéôïíéêþí ðïëõùíýìùí åßôå Ý÷ïõí
óõíå÷åßò ðñþôåò ðáñáãþãïõò (ïðüôå ïíïìÜæïíôáé êõâéêÝò spline Hermite), åßôå Ý÷ïõí óõíå÷åßò ôüóï ôéò ðñþôåò
üóï êáé ôéò äåýôåñåò ðáñáãþãïõò, ïðüôå ïíïìÜæïíôáé êõâéêÝò splines. ♣
Ç óõíÜñôçóç ôïõ Matlab interp1 åêôåëåß ìïíïäéÜóôáôç ðáñåìâïëÞ ìå ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìá âáèìïý 0, 1
êáé 3, ìéá óçìáíôéêÞ ëåéôïõñãßá ãéá ôçí áíÜëõóç äåäïìÝíùí êáé ôçí ðñïóáñìïãÞ êáìðõëþí. Ç óõíÜñôçóç áõôÞ
÷ñçóéìïðïéåß ðïëõùíõìéêÝò ôå÷íéêÝò, ðñïóáñìüæïíôáò ôá äåäïìÝíá ìå ðïëõùíõìéêÝò óõíáñôÞóåéò ìåôáîý ôùí
óçìåßùí-ìåôñÞóåùí êáé õðïëïãßæåé ôçí ôéìÞ ôïõ êáôÜëëçëïõ ðïëõùíýìïõ ðáñåìâïëÞò óôï åðéèõìçôü óçìåßï
ðáñåìâïëÞò. Ç ðéï ãåíéêÞ ìïñöÞ ôçò óõíÜñôçóçò åßíáé yi=interp1(x,y,xi,method), üðïõ y åßíáé
ôï äéÜíõóìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ôéìÝò ôçò Üãíùóôçò óõíÜñôçóçò êáé x åßíáé Ýíá äéÜíõóìá ßäéïõ ìÞêïõò ðïõ ðåñéÝ÷åé
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ôá óçìåßá óôá ïðïßá áíôéóôïé÷ïýí ïé ôéìÝò ôïõ äéáíýóìáôïò y, xi åßíáé Ýíá äéÜíìõóìá ðïõ ðåñéÝ÷åé óçìåßá óôá
ïðïßá èÝëïõìå íá åêôåëÝóïõìå ðáñåìâïëÞ êáé method åßíáé Ýíá ðñïáéñåôéêü áëöáñéèìçôéêü ðïõ êáèïñßæåé
ôç ìÝèïäï ôçò ðáñåìâïëÞò:

• ÐáñåìâïëÞ ðëçóéÝóôåñïõ ãåßôïíá - Nearest neighbor interpolation (method=`nearest')

Ç ìÝèïäïò áõôÞ èÝôåé ôçí ôéìÞ åíüò óçìåßïõ ðáñåìâïëÞò ßóç ìå óôçí ôéìÞ ôïõ ðëçóéÝóôåñïõ óçìåßïõ
äåäïìÝíùí.

ÐáñÜäåéãìá-Êþäéêáò ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò nearest ëýóçò

x = -3:3;

n = length(x);

for i=1:n

y(i)=1/(1+25*x(i)*x(i));

end;

xi=-3:.1:3;

yi=interp1(x,y',xi,'nearest');

plot(x,y,'o',xi,yi,'-')
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• ÃñáììéêÞ ðáñåìâïëÞ - Linear interpolation (method=`linear')
Ç ìÝèïäïò áõôÞ ðñïóáñìüæåé ìéá äéáöïñåôéêÞ ãñáììéêÞ óõíÜñôçóç ìåôáîý êÜèå æåýãïõò óõíå÷üìåíùí
óçìåßùí äåäïìÝíùí êáé åðéóôñÝöåé ôçí ôéìÞ ôçò ó÷åôéêÞò óõíÜñôçóçò óôá óçìåßá ôïõ äéáíýóìáôïò xi.
ÁõôÞ åßíáé ç ðñïêáèïñéóìÝíç ìÝèïäïò ôçò óõíÜñôçóçò interp1.

ÐáñÜäåéãìá-Êþäéêáò ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò linear ëýóçò

x=-3:3;

n = length(x);

for i=1:n

y(i)=1/(1+25*x(i)*x(i));

end;

xi=-3:.1:3;

yi=interp1(x,y',xi,'linear');

plot(x,y,'o',xi,yi,'-')
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• ÐáñåìâïëÞ ìå êõâéêÝò splines - Cubic spline interpolation (method=`spline')
ÁõôÞ ç ìÝèïäïò ðñïóáñìüæåé Ýíá äéáöïñåôéêü ðïëõþíõìï ôñßôïõ âáèìïý ìåôáîý êÜèå æåýãïõò óõíå÷üìåíùí
óçìåßùí äåäïìÝíùí, êáé ðñïóÝ÷åé þóôå ôá ðïëõþíõìá íá Ý÷ïõí óõíå÷åßò ðñþôåò êáé äåýôåñåò ðáñáãþãïõò
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óôá Üêñá ôïõò. Ôá ôìçìáôéêÜ áõôÜ ðïëõþíõìá ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí óáí ãñáììéêïß óõíäõáóìïß ôùí
B-splines ðïõ ïñßóôçêáí óôïí Ðßíáêá 1(óåë. 2).

ÐáñÜäåéãìá-Êþäéêáò ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò cubic ëýóçò

x=-3:3;

n = length(x);

for i=1:n

y(i)=1/(1+25*x(i)*x(i));

end;

xi=-3:.1:3;

yi=interp1(x,y',xi,'spline');

plot(x,y,'o',xi,yi,'-')
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• ÊõâéêÞ Hermit ôìçìáôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ - Cubic piecewise Hermit polynomial interpolation
(method=`pchip' Þ `cubic')
Ïé äýï áõôÝò ìÝèïäïé (`pchip' êáé `cubic') åßíáé ôáõôüóçìåò. ×ñçóéìïðïéïýí ôç óõíÜñôçóç pchip ãéá
íá åêôåëÝóïõí ôìçìáôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ ðáñåìâïëÞ Hermite áíÜìåóá óôá äéáíýóìáôá x êáé y. Ïé
ìÝèïäïé áõôïß äéáôçñïýí ôç ìïíïôïíßá êáé ôï ó÷Þìá ôùí äåäïìÝíùí. ÅÜí êÜðïéï óçìåßï xi åßíáé
åêôüò ôïõ äéáóôÞìáôïò ðïõ ïñßæåôáé áðü ôéò ìåôñÞóåéò x, ç ìÝèïäïò áõôÞ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ðñüâëåøç.
ÅíáëëáêôéêÜ, ç êëÞóçyi=interp1(x,y,xi,method,extrapval) áíôéêáèéóôÜ ôéò ðñïâëåðüìåíåò
ôéìÝò ìå ôï äéÜíõóìá extrapval. Ç ôéìÞ NaN ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõ÷íÜ ãéá ôçí extrapval. Íá óçìåéùèåß
ôÝëïò üôé üëåò ïé ìÝèïäïé ëåéôïõñãïýí êáé ìå ìç ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíåò ìåôñÞóåéò.

ÐáñÜäåéãìá-Êþäéêáò ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò cubic ëýóçò

x=-3:3;

n = length(x);

for i=1:n

y(i)=1/(1+25*x(i)*x(i));

end;

xi=-3:.1:3;

yi=interp1(x,y',xi,'cubic');

plot(x,y,'o',xi,yi,'-')
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ÐáñÜäåéãìá. Óå áõôü ôï ðáñÜäåéãìá åðéëÝîáìå óçìåßá ðáñåìâïëÞò Ýîù áðü ôï äéÜóôçìá ôùí ìåôñÞóåùí.
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ÐáñÜäåéãìá-Êþäéêáò
ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò pchic ëýóçò ìå óçìåßá
ðáñåìâïëÞò Ýîù áðü ôï äéÜóôçìá ôùí ìåôñÞóåùí

x=-3:3;

n = length(x);

for i=1:n

y(i)=1/(1+25*x(i)*x(i));

end;

xi=-4:.1:4;

yi=interp1(x,y',xi, ...

'spline','extrap');

plot(x,y,'o',xi,yi,'-')
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ÁÓÊÇÓÇ 4. Õðïëïãßóôå ôéò êõâéêÝò spline ðïõ ðáñåìâÜëëïõí ôçí f(x) = exp(−4x2), óå 7, 13, 31 êáé 61
éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá óôï äéÜóôçìá [−3, 3]. ÊÜíôå ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôçò óõíÜñôçóçò êáé ôùí spline ó´Ýíá
ãñáöéêü ðáñÜèõñï, êáé õðïëïãßóôå óå êÜèå ðåñßðôùóç ôï ìÝãéóôï êáôÜ áðüëõôç ôéìÞ óöÜëìá ÷ñçóéìïðïéþíôáò
601 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá. ÐáñïõóéÜóôå ôá óöÜëìáôá ó´Ýíá ðßíáêá, êáé ãñÜøôå ôá ó÷üëéá óáò. ×ñçóéìïðïéÞóôå
ôç spline ìå ôá 13 óçìåßá, ãéá íá õðïëïãßóåôå ôçí f óôï [−5, 5]. ÊÜíôå ôçí ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç êáé õðïëïãßóôå
ôï óöÜëìá óå 1001 éóáðÝ÷oíôá óçìåßá ôïõ äéáóôÞìáôïò [−5, 5]. ♣

ÐáñåìâïëÞ ìå Splines.

Ç ðáñåìâïëÞ ìå splines õëïðïéåßôáé óôï Matlab êáé áðü ôçí ðáñáêÜôù óõíÜñôçóç:
yy=spline(x,y,xx)

pp=spline(x,y)

Ç yy=spline(x,y,xx) ÷ñçóéìïðïéåß ðáñåìâïëÞ ìå êõâéêÝò splines ãéá íá õðïëïãßóåé ôï äéÜíõóìá yy,
äçëáäÞ ôéò ôéìÝò ôçò óõíÜñôçóçò y óôá óçìåßá xx. Ôï äéÜíõóìá x ðåñéëáìâÜíåé ôá óçìåßá óôá ïðïßá ïé
ôéìÝò y åßíáé ãíùóôÝò. ÅÜí ôï y åßíáé Ýíáò ðßíáêáò, ôüôå ôá äåäïìÝíá èåùñïýíôáé üôé åßíáé äéáíýóìáôá êáé ç
ðáñåìâïëÞ ãßíåôáé ãéá êÜèå ãñáììÞ ôïõ y. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ôï ìÞêïò ôïõ x, length(x) ðñÝðåé íá
éóïýôáé ìå size(y,2), åíþ ôï ìÝãåèïò ôïõ yy åßíáé ßóï ìå size(y,1) × length(xx).
Ðñïóï÷Þ: Áõôü åßíáé áíôßèåôï áðü ôçí óõíÜñôçóç interp1(x,y,xx,'spline'), ç ïðïßá ðñáãìáôïðïéåß ðáñåìâïëÞ
ãéá êÜèå óôÞëç ôïõ ðßíáêá y. Ãéá áõôÞ ôç óõíÜñôçóç, ôï length(x) ðñÝðåé íá éóïýôáé ìå size(y,1)
êáé ç äéÜóôáóç ôïõ yy åßíáé ßóç ìå length(xx) × sixe(y,2).
Ç pp=spline(x,y) åðéóôñÝöåé ôç ìïñöÞ ôïõ ôìçìáôéêïý ðïëõùíýìïõ êõâéêÞò spline ôçò ðáñåìâïëÞò,
ìå óêïðü íá ÷ñçóéìïðïéçèåß áðü ôçí ppval áëëÜ êáé ôï ðñüãñáììá ãéá splines unmkpp. ÊáíïíéêÜ äåí
÷ñçóéìïðïéïýíôáé óõíèÞêåò ôåñìáôéóìïý (not-a-knot). Ùóôüóï, åÜí ôï y ðåñéÝ÷åé ðåñéóóüôåñåò ôéìÝò áðü ôï
x, ôüôå ç ðñþôç êáé ç ôåëåõôáßá ôéìÞ ôïõ y ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôçí êëßóç ôçò ðáñáãüìåíçò spline óôá Üêñá
ôçò. ÓõãêåêñéìÝíá: f(x)=y(:,2:end-1),df(min(x))=y(:,1),df(max(x))=y(:,end)

ÅöáñìïãÝò ìå splines.

ÐáñÜäåéãìá 1. Óôï ðáñÜäåéãìá äçìéïõñãåßôáé ðñþôá ìéá êáìðýëç çìéôüíïõ êáé óôç óõíÝ÷åéá ãßíåôáé ðáñåìâïëÞ
ìå spline ðÜíù óå Ýíá ðõêíü ðëÝãìá óçìåßùí.
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ÐáñÜäåéãìá-Êþäéêáò ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò spline ëýóçò

x=0:10;

y=sin(x);

xx=0:.25:10;

yy=spline(x,y,xx);

plot(x,y,'o',xx,yy,'+');
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ÐáñÜäåéãìá 2. Áõôü ôï ðáñÜäåéãìá ðåñéãñÜöåé ôçí åðéâáëëüìåíç Þ ðëÞñç ðáñåìâïëÞ ìå splines, üðïõ
êáèïñßæïíôáé ïé êëßóåéò ôçò spline óôá Üêñá ôçò. ÓõãêåêñéìÝíá, æçôåßôáé íá êáôáóêåõáóôåß ìéá spline ðïõ íá
ðáñåìâÜëëåôáé óå óõãêåêñéìÝíï óýíïëï ìåôñÞóåùí, ç ïðïßá íá Ý÷åé ìçäåíéêÝò êëßóåéò óôá Üêñá ôçò.

ÐáñÜäåéãìá-Êþäéêáò

x=-4:4;

y=[0 .15 1.12 2.36 2.36 1.46 .49 .06 0];

cs=spline(x,[0 y 0]);

xx=linspace(-4, 4, 101);

plot(x,y,'o',xx,ppval(cs,xx),'-');

ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò spline ëýóçò
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ÐáñÜäåéãìá 3. Ôá äýï äéáíýóìáôá

t=1900:10:1990; p=[75.995 91.972 105.711 123.203 131.669 150.697

179.323 203.212 226.505 249.633];
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ðáñéóôÜíïõí ôá ÷ñüíéá áðïãñáöÞò áðü ôï 1900 ìÝ÷ñé ôï 1990 óôéò ÇíùìÝíåò Ðïëéôåßåò êáé ôïí ðëçèõóìü óå
åêáôïììýñéá áíèñþðùí. Ç Ýêöñáóç spline(t,p,2000) ÷ñçóéìïðïéåß ðáñåìâïëÞ ìå êõâéêÝò splines ãéá
íá ðñïâëÝøåé ôïí ðëçèõóìü ôï Ýôïò 2000. Ôï áðïôÝëåóìá åßíáé ans=270.6060.

ÐáñÜäåéãìá 4. Ïé åíôïëÝò

x=pi*[0:.5:2];

y=[0 1 0 -1 0 1 0 ; 1 0 1 0 -1 0 1];

pp=spline(x,y);

yy=ppval(pp,linspace(0,2*pi,101));

plot(yy(1,:),yy(2,:), '-b', y(1,2:5), y(2,2:5),'or')

êáôáóêåõÜæïõí ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç åíüò êýêëïõ, ìå ôá ðÝíôå óçìåßá äåäïìÝíùí y(:, 2), . . . , y(:, 6) íá
óçìåéþíïíôáé ìå o. Ôï äéÜíõóìá y ðåñéÝ÷åé äýï ðáñáðÜíù ôéìÝò (äçë. äýï ðáñáðÜíù óôÞëåò) áðü ôï x, Ýôóé
ïé ôéìÝò y(:, 1) êáé y(:, end) ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôïí êáèïñéóìü ôçò êëßóçò óôá Üêñá.

Ôá÷ýôçôá, ÌíÞìç êáé Ïìáëüôçôá.

¼ôáí åðéëÝãïõìå ìéá ìÝèïäï ðáñåìâïëÞò, ðñÝðåé íá Ý÷ïõìå óôï ìõáëü ìáò üôé êÜðïéåò áðáéôïýí ðåñéóóüôåñç
ìíÞìç Þ ðåñéóóüôåñï õðïëïãéóôéêü ÷ñüíï áðü ôéò Üëëåò. Ùóôüóï, óõíÞèùò èÝëïõìå íá åîéóïññïðÞóïõìå
áõôïýò ôïõò ðüñïõò, þóôå íá åðéôý÷ïõìå ôçí åðéèõìçôÞ ïìáëüôçôá óôï áðïôÝëåóìá. Ç ìÝèïäïò ôïõ ðëçóéÝóôåñïõ
ãåßôïíá åßíáé ç ãñçãïñüôåñç, ùóôüóï ðáñÜãåé ôá ÷åéñüôåñá áðïôåëÝóìáôá, üóïí áöïñÜ ôçí ïìáëüôçôá. Ç
ìÝèïäïò ôçò ãñáììéêÞò ðáñåìâïëÞò ÷ñåéÜæåôáé ðåñéóóüôåñç ìíÞìç áðü ôçí ìÝèïäï ôïõ ðëçóéÝóôåñïõ ãåßôïíá,
êáé áðáéôåß åëáöñþò ðåñéóóüôåñï ÷ñüíï. ÅðéðëÝïí, óå áíôßèåóç ìå ôç ìÝèïäï ôïõ ðëçóéÝóôåñïõ ãåßôïíá, ôá
áðïôåëÝóìáôÜ ôçò åßíáé óõíå÷Þ, áëëÜ ç êëßóç áëëÜæåé áðüôïìá óôá óçìåßá ôùí ìåôñÞóåùí. Ç ðáñåìâïëÞ ìå
êõâéêÝò splines Ý÷åé ôïí ìåãáëýôåñï óõãêñéôéêÜ ÷ñüíï åêôÝëåóçò, áí êáé áðáéôåß ëéãüôåñï ÷ñüíï áðü ôç ìÝèïäï
ôçò êõâéêÞò ðáñåìâïëÞò. ÐáñÜãåé ìÜëéóôá ôá ïìáëüôåñá áðïôåëÝóìáôá áðü üëåò ôéò ìåèüäïõò ðáñåìâïëÞò.
Ùóôüóï ìðïñåß íá äþóåé áðñïóäüê çôá áðïôåëÝóìáôá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá óçìåßá ôùí ìåôñÞóåùí äåí åßíáé
ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíá êáé êÜðïéá óçìåßá åßíáé ðïëý êïíôÜ ìåôáîý ôïõò óå ó÷Ýóç ìå ôá õðüëïéðá. Ç
êõâéêÞ ðáñåìâïëÞ áðáéôåß ðåñéóóüôåñï õðïëïãéóôéêü ÷ñüíï êáé ìíÞìç ôüóï áðü ôç ìÝèïäï ôïõ ðëçóéÝóôåñïõ
ãåßôïíá üóï êáé áðü ôç ãñáììéêÞ ðáñåìâïëÞ. Ùóôüóï, ôüóï ôá ðáñåìâáëëüìåíá óçìåßá, üóï êáé ç ðñþôç
ðáñÜãùãüò ôïõò åßíáé óõíå÷åßò. Ôá ó÷åôéêÜ ðëåïíåêôÞìáôá êÜèå ìåèüäïõ åîáêïëïõèïýí íá éó÷ýïõí áêüìç
êáé ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôçò ðáñåìâïëÞò óå äéäéÜóôáôïõò êáé óå ðïëõäéÜóôáôïõò ÷þñïõò.

ÐáñåìâïëÞ óå óõíáñôÞóåéò ìå 2-D êáé 3-D ðåäßá ïñéóìïý.

Óçìåßùóç. Ôï Matlab Ý÷åé ðáñüìïéåò óõíáñôÞóåéò ãéá äéäéÜóôáôá êáé ôñéóäéÜóôáôá äåäïìÝíá. Ôá äýï
ðáñáäåßãìáôá ðïõ áêïëïõèïýí ðåñéãñÜöïõí ôç ÷ñÞóç ôïõò.

ÐáñÜäåéãìá. ÅêôåëÝóôå ðáñåìâïëÞ óôç óõíÜñôçóç peaks, óå Ýíá ëåðôïìåñÝò ðëÝãìá óçìåßùí ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôç óõíÜñôçóç interp2. Ç ðñïêáèïñéóìÝíç ìÝèïäïò ðáñåìâïëÞò åßíáé ç ãñáììéêÞ spline.
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ÐáñÜäåéãìá-Êþäéêáò ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò interp2 ëýóçò

[X,Y]=meshgrid(-3:.25:3);

Z=peaks(X,Y);

[XI,YI]=meshgrid(-3:.125:3);

ZI=interp2(X,Y,Z,XI,YI);

mesh(X,Y,Z);

hold;

mesh(XI,YI,ZI+15);

hold off;

axis([-3 3 -3 3 -5 20])

exit −3
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ÐáñÜäåéãìá. ÐáñåìâïëÞ óå ôñéóäéÜóôáôá äåäïìÝíá ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôìçìáôéêÜ ðïëõþíõìá (ðñïêáèïñéóìÝíç
ìÝèïäïò) ìå ôç óõíÜñôçóç interp3 ôïõ Matlab.

ÐáñÜäåéãìá-Êþäéêáò

[x,y,z,v]=flow(10);

[xi,yi,zi]=meshgrid(.1:.25:10, -3:.25:3, -3:.25:3);

vi=interp3(x,y,z,v,xi,yi,zi);

slice(xi,yi,zi,vi,[6 9.5],2,[-2 .2]);

shading flat

exit

ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò interp3 ëýóçò
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Áíôßóôñïöç ÐáñåìâïëÞ

ÐÑÏÂËÇÌÁ 4. ¸óôù üôé äßíåôáé Ýíáò ðßíáêáò äåäïìÝíùí ãéá ôç óõíÜñôçóç f(x) = 1
x :

x 1 2 ? 4 5 6 7
f(x) 1 0.5 0.3333 0.25 0.2 0.1667 0.1429

êáé æçôåßôáé íá âñåßôå ôçí ôéìÞ x, ç ïðïßá áíôéóôïé÷åß óå äåäïìÝíç ôéìÞ f(x). Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, ôï
ðñüâëçìá óõíßóôáôáé óôçí åðßëõóç ôçò ìç ãñáììéêÞò åîßóùóçò 1/x=0.3333. Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò üìùò ç
óõíÜñôçóç äåí åßíáé ãíùóôÞ. ¸ôóé, óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò ðñÝðåé íá åêôéìÞóïõìå ôï x áðü ôï ðïëõþíõìï
ðáñåìâïëÞò p(x) ôçò f(x). ÄçëáäÞ, ðñÝðåé íá ëýóïõìå ôï ìç-ãñáììéêü ðñüâëçìá p(x) = 0.3333 ãéá ôï
äåäïìÝíï ðßíáêá ìåôñÞóåùí. Åöüóïí ç p(x) åßíáé ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç, êÜôé ôÝôïéï ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß
åýêïëá ìå ôéò ìåèüäïõò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôï KåöÜëáéï 2 tïõ âéâëßïõ ôùí Ã. Áêñßâç êáé Â. ÄïõãáëÞ
`ÅéóáãùãÞ óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç'. Ìéá áêüìç áðëÞ áëëÜ ü÷é éäéáßôåñá áîéüðéóôç ìÝèïäïò åßíáé íá
êÜíïõìå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ x ùò ðñïò ôï f(x) êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá ìÝèïäï óáí ôçí La-
grange ãéá íá õðïëïãßóïõìå ìéá ðñïóÝããéóç ôïõ x, ôçí ïðïßá ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ãéá íá âñïýìå
ôï x óôï óçìåßï 0.3333. Äõóôõ÷þò, ìå ôçí áíôéóôñïöÞ ôùí ìåôáâëçôþí äåí åßíáé óßãïõñï üôé ïé ôéìÝò êáôÜ
ìÞêïò ôçò íÝáò ôåôìçìÝíçò (ç ïðïßá ôþñá åßíáé ç f(x)) åßíáé ïìïéüìïñöá êáôáíåìçìÝíåò, ìå áðïôÝëåóìá
ç ðáñåìâïëÞ íá ðáñïõóéÜæåé ôáëáíôþóåéò. Ôï ðñüâëçìá áõôü ïíïìÜæåôáé ôï ðñüâëçìá ôçò áíôßóôñïöçò
ðáñåìâïëÞò.
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ÌÅÈÏÄÏÓ ÅËÁ×ÉÓÔÙÍ ÔÅÔÑÁÃÙÍÙÍ.

ÕðÜñ÷ïõí ôñåéò äéáöïñåôéêÝò êáôçãïñßåò ðñïâëçìÜôùí áðü ôéò ïðïßåò ðñïêýðôïõí ðñïâëÞìáôá ðñïóÝããéóçò.
Ç êÜèå ìßá Ý÷åé ôá äéêÜ ôçò åéäéêÜ ÷áñáêôçñéóôéêÜ.

1. ÐñïóÝããéóç ìáèçìáôéêþí óõíáñôÞóåùí.

2. ÁíáðáñÜóôáóç äåäïìÝíùí.

3. ÁíÜëõóç äåäïìÝíùí.
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Ó÷Þìá 4. ÐñïóÝãéóç óõíÜñôçóçò.

ÐñïóÝããéóç ìáèçìáôéêþí óõíáñôÞóåùí. Ó´áõôÞ ôçí êáôçãïñßá ôùí ðñïâëçìÜôùí, ðñÝðåé íá ðñïóåããßóïõìå
ìéá ðïëýðëïêç óõíÜñôçóç, ìå Ýíá ðïëõþíõìï. ÔõðéêÜ ðáñáäåßãìáôá ôÝôïéùí óõíáñôÞóåùí åßíáé sin(x),
exp(x) êëð. ìéá ðïõ áõôüìáôá ï õðïëïãéóôÞò ôéò áíôéêáèéóôÜ ìå ðïëõþíõìá êÜèå öïñÜ ðïõ ÷ñåéÜæåôáé íá
õðïëïãßóåé ìéá ôéìÞ ôïõò. ÁõôÝò ïé ðñïóåããßóåéò Ý÷ïõí ôá ðáñáêÜôù ÷áñáêôçñéóôéêÜ:

• Áðáéôïýìå ðïëý õøçëÞ áêñßâåéá, ôçò ôÜîçò ôùí 6 Ýùò êáé 30 äåêáäéêþí øçößùí.

• Äåí ðñÝðåé íá õðÜñ÷åé áâåâáéüôçôá óôç óõíÜñôçóç ðïõ ðñüêåéôáé íá ðñïóåããßóïõìå.

• ×ñçóéìïðïéïýìå üëåò ôéò éäéüôçôåò ôçò óõíÜñôçóçò ôéò ïðïßåò ãíùñßæïõìå êáé ïé ïðïßåò ìåéþíïõí ôçí
ðïëõðëïêüôçôá ôçò ðñïóÝããéóçò(ð.÷. ðåñéïäéêüôçôá êëð).
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Ó÷Þìá 5. ÐñïóÝããéóç äåäïìÝíùí ìå ìåãÜëç áêñßâåéá.

ÁíáðáñÜóôáóç äåäïìÝíùí. Ó´áõôÞ ôçí êáôçãïñßá Ý÷ïõìå Ýíá ìåãÜëï óýíïëï áðü äåäïìÝíá(ìåôñÞóåéò ïñãÜíùí)
êáé ÷ñåéáæüìáóôå ìéá áðëÞ êáé ðéï åý÷ñçóôç ðñïóÝããéóç. Ôõðéêü ðáñÜäåéãìá åßíáé íá Ý÷ïõìå ðïëëÝò
ìåôñÞóåéò ôçò áôìïóöáéñéêÞò ðßåóçò óå äéÜöïñá ýøç êáé èÝëïõìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôïí ðßíáêá ôùí
ìåôñÞóåùí ìå Ýíá ìáèçìáôéêü ôýðï. ÁõôÝò ïé ðñïóåããßóåéò Ý÷ïõí ôá ðáñáêÜôù ÷áñáêôçñéóôéêÜ:

• Áðáéôïýìå ìåóáßáò ôÜîçò áêñßâåéá, 2 ìå 5 äåêáäéêÜ øçößá.

• ÕðÜñ÷åé ìéêñÞ áâåâáéüôçôá óôç äåäïìÝíá ìáò.

• ÕðÜñ÷åé óõ÷íÜ (ü÷é ðÜíôá) êÜðïéá åéäéêÞ ðëçñïöïñßá ãéá ôá äåäïìÝíá ðïõ ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
ãéá íá ðñïóåããßóïõìå ôá äåäïìÝíá êáëýôåñá.(ð.÷. ôá äåäïìÝíá óõíäÝïíôáé ìå ìéá åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç)

• Ôá äåäïìÝíá åßíáé äéáêñéôÜ óçìåßá êáé äåí åßíáé åýêïëï íá ðÜñïõìå åðéðëÝïí ìåôñÞóåéò.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

Ó÷Þìá 6. ÐñïóÝããéóç äåäïìÝíùí ìå ìåãÜëï óöÜëìá.

ÁíÜëõóç äåäïìÝíùí. Ó´áõôÞ ôçí êáôçãïñßá Ý÷ïõìå Ýíá óýíïëï äåäïìÝíùí ðïõ åìðåñéÝ÷ïõí áñêåôÞ áâåâáéüôçôá,
åßôå ëüãù óöáëìÜôùí ôùí ïñãÜíùí ìÝôñçóçò, åßôå ëüãù ôùí ôå÷íéêþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞóáìå ãéá íá áðïêôÞóïõìå
áõôÜ ôá äåäïìÝíá. Ç áâåâáéüôçôá ìðïñåß íá êåéìÝíåôáé áðü 50%Ýùò êáé 100% êáé ãåíéêÜ ç áîéïðéóôßá ôïõ
äåßãìáôïò ìðïñåß íá ðïëý ÷áìçëÞ. ÁõôÝò ïé ðñïóåããßóåéò Ý÷ïõí ôá ðáñáêÜôù ÷áñáêôçñéóôéêÜ:

• Áðáéôïýìå ðïëý ÷áìçëÞ áêñßâåéá, áðü 0.5 Ýùò 3 äåêáäéêÜ øçößá.

• ÕðÜñ÷åé áñêåôÞ áâåâáéüôçôá óôá äåäïìÝíá, ç ïðïßá åßíáé ìå ôõ÷áßï ôñüðï êáôáíåìçìÝíç óôï äåßãìá,
êáé ï ôñüðïò áõôüò äåí åßíáé ãíùóôüò óå ìáò.

• Äåí Ý÷ïõìå åðéðëÝïí ðëçñïöïñßá óõó÷Ýôéóçò ôùí äåäïìÝíùí.

• Ôá äåäïìÝíá åßíáé äéáêñéôÜ óçìåßá êáé äåí åßíáé åýêïëï íá ðÜñïõìå åðéðëÝïí ìåôñÞóåéò.
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ÅóùôåñéêÜ ãéíüìåíá êáé íüñìåò óå ÷þñïõò óõíáñôÞóåùí.

Ïñéóìüò: ¸óôù × Ýíáò ãñáììéêüò ÷þñïò. Ìéá áðåéêüíçóç (., .) : X ×X → R ëÝãåôáé åóùôåñéêü ãéíüìåíï
óôïí ×, áí åßíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïò êÜèå ìåôáâëçôÞ ôçò, óõììåôñéêÞ êáé èåôéêÜ ïñéóìÝíç. ÄçëáäÞ:

(x + y, z) = (x, z) + (y, z), ∀x, y, z ∈ X

(λx, y) = λ(x, y), ∀x, y ∈ X

(x, y) = (y, x), ∀x, y ∈ X

(x, x) > 0, ∀x ∈ X \ {0}.

¸íáò ÷þñïò óôïí ïðïßï Ý÷åé ïñéóèåß Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï ëÝãåôáé Åõêëåßäåéïò ÷þñïò. Áí ãéá x, y ∈ X

éó÷ýåé (x, y) = 0 ôüôå áõôÜ ëÝãïíôáé ïñèïãþíéá.
¸íá áðëü åóùôåñéêü ãéíüìåíï ðïõ óáò åßíáé Þäç ãíùóôü, åßíáé ôï (., .) : R2×R2 → R üðïõ áí (a, b), (c, d) ∈
R2 ôüôå ((a, b), (c, d)) = ac + bd. Åðßóçò ãíùñßæïõìå üôé áí äõï äéáíýóìáôá ôïõ åðéðÝäïõ åßíáé êÜèåôá
ìåôáîý ôïõò ôüôå ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï ôïõò åßíáé 0, åíþ éó÷ýåé cos(ω) = ac+bd√

a2+b2
√

c2+d2
, üðïõ ω ç ãùíßá ðïõ

ó÷çìáôßæïõí ôá äýï äéáíýóìáôá.
Óôïí C([a, b]), (ôï ÷þñï ôùí óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï [a, b]) Ýíá åóùôåñéêü ãéíüìåíï åßíáé
ôï

(f, g) =
∫ b

a
f(x)g(x)dx Þ (f, g) =

∫ b

a
w(x)f(x)g(x)dx

üðïõ w ìéá èåôéêÞ, ïëïêëçñþóéìç óõíÜñôçóç âÜñïõò.

Óå ðïëýðëïêïõò ÷þñïõò ÷ñåéÜæåôáé íá åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôçò áðüóôáóçò ìåôáîý äõï óôïé÷åßùí ôïõ,
üðùò óôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí Ý÷ïõìå ôçí áðüëõôç ôéìÞ ôçò äéáöïñÜò äýï áñéèìþí. Ãéá ôï ëüãï
áõôü åéóÜãïõìå ôéò íüñìåò Þ ìÝôñá óôïõò ÷þñïõò áõôïýò. Óôïí R ç íüñìá åßíáé ç áðüëõôç ôéìÞ. Óôïí R2 ç
Ýííïéá ôçò íüñìáò äßäåôáé êáé áðü ôçí ôåôñáãùíéêÞ ñßæá ôïõ áèñïßóìáôïò ôùí ôåôñáãþíùí ôùí óõíôåôáãìÝíùí
åíüò äéáíýóìáôïò. ÄçëáäÞ, (x, y) ∈ R2 ôüôå

‖(x, y)‖ =
√

x2 + y2.

Áõôü åðåêôåßíåôáé Ýõêïëá óôïí Rn, n ∈ N, óáí ‖x‖2 =
√∑n

k=1 x2
k, x ∈ Rn. Ìéá Üëëç íüñìá óôïí ßäéï ÷þñï

åßíáé ‖x‖∞ = max1≤k≤n|xk|, x ∈ Rn. ÕðÜñ÷ïõí ðïëëïß ôñüðïé íá ïñßóåé êÜðïéïò ìßá íüñìá, óå Ýíá ðéï
ðïëýðëïêï ÷þñï, êáé Ýíáò ôñüðïò åßíáé ìÝóù ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ.

Ïñéóìüò. ¸óôù (X, (., .)) Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ôüôå ìå

‖x‖ :=
√

(x, x)

ïñßæåôáé ìßá íüñìá óôïí ×.

Ðáñáäåßãìáôá íïñìþí óôïí ÷þñï ôùí óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí (C([a, b])) åßíáé

‖f‖2 =

√∫ b

a
f2(x)dx Þ ‖f‖ =

√∫ b

a
w(x)f2(x)dx

ïé ïðïßåò ðñïÞëèáí áðü ôá ðáñáðÜíù åóùôåñéêÜ ãéíüìåíá. ¢ëëåò íüñìåò åßíáé

‖f‖1 =
∫ b

a
|f(x)|dx Þ ‖f‖∞ = maxa≤x≤b|f(x)|.
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Ïñéóìüò. Óå Ýíá ÷þñï ìå íüñìá (X, ‖.‖), áí Y åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ, êáé x ∈ X ôüôå ôï y ∈ Y ëÝãåôáé
âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç áí éó÷ýåé

åáí z ∈ Y ôüôå ‖x− y‖ ≤ ‖x− z‖.
H âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç Ý÷åé ôçí Ýííïéá ôçò ðñïâïëÞò ôïõ óôïé÷åßïõ ðïõ èÝëïõìå íá ðñïóåããßóïõìå, óå Ýíá
÷þñï ìéêñüôåñçò äéÜóôáóçò êáé ðïëõðëïêüôçôáò. ÁñêåôÜ âïçèçôéêü åßíáé ôï ó÷Þìá 5.1 óôç óåëßäá 177 ôïõ
âéâëßïõ óáò "ÅéóáãùãÞ óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç".

ÓõíáñôÞóåéò êáé Ðïëõþíõìá.

Ãíùñßæïõìå üôé ï ÷þñïò ôùí ïìáëþí óõíáñôÞóåùí, åßíáé Üðåéñïò êáé äåí õðÜñ÷åé ìïíáäéêÞ ðåðåñáóìÝíç
âÜóç ç ïðïßá íá ðåñéãñÜöåé üëá ôá óôïé÷åßá ôïõ.
Ç êýñéá éäéüôçôá ðïõ ÷áñáêôçñßæåé Ýíá óýíïëï óôïé÷åßùí x1, x2, . . . , xn óáí âÜóç ôïõ ÷þñïõ Y åßíáé, öõóéêÜ
xi ∈ Y, ∀i = 1, . . . , n êáé,

åáí y ∈ Y ôüôå y = α1x1 + α2x2 + . . . + anxn üðïõ α1, . . . , αn ∈ R.

Ìéá ðïëý ÷ñÞóéìç éäéüôçôá ðïõ óõó÷åôßæåé ìéá âÜóç åíüò ÷þñïõ êáé ôéò âÝëôéóôåò ðñïóåããßóåéò ìÝóá óôï
÷þñï áõôü åßíáé: Áí y ∈ Y ç âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç ôïõ z óôïí Y ìå âÜóç ôï x1, x2, . . . , xn, ôüôå

(z, xi) = (y, xi), ∀i = 1, . . . , n.

ÓõíÞèùò Ý÷ïõìå íá áíôéìåôùðßóïõìå ôï ðáñáêÜôù ðñüâëçìá:

ÐÑÏÂËÇÌÁ 5. ¸óôù f |[a,b] ìéá ïìáëÞ óõíÜñôçóç. ØÜ÷íïõìå íá âñïýìå Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n, p∗n(x) =

anxn+an−1x
n−1+. . .+a1x+a0, ôï ïðïßï íá éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç

∫ b
a w(x)(f(x)−p∗n(x))2dx = minp∈Pn

∫ b
a w(x)(f(x)−

p(x))2dx. Áõôü ôï ðïëõþíõìï, p∗n, ïíïìÜæåôáé ðñïóÝããéóç åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôçò f . ♣

Ìå âÜóç üóá åßðáìå ðáñáðÜíù ãéá âÜóåéò, íüñìåò, êáé åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáèþò åðßóçò êáé ìå ôéò éäéüôçôåò
ôïõ, ôï ðñüâëçìá áõôü åßíáé éóïäýíáìï ìå ôçí åðßëõóç ôùí åîéóþóåùí ∑n

i=0 ai
∫ b
a w(x)xi+jdx =

∫ b
a w(x)f(x)xjdx,

ãéá j = 0 : n, áöïý ôá 1, x, x2, x3, . . . , xn áðïôåëïýí âÜóç Pn(R), ï ïðïßïò åßíáé ï ÷þñïò ôùí ðïëõùíýìùí
n âáèìïý ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï R. Ïé åîéóþóåéò áõôÝò áíáöÝñïíôáé ùò êáíïíéêÝò åîéóþóåéò.
ÃåíéêÜ, åÜí ç óõíÜñôçóç ðñïóÝããéóçò åßíáé φ(x) =

∑n
i=0 aiBi(x), üðïõ {Bi}n

i=1 âÜóç ôïõ ÷þñïõ ðñïóÝããéóçò,
ôüôå ïé êáíïíéêÝò åîéóþóåéò åßíáé ∑n

i=0 ai
∫ b
a w(x)Bi(x)Bj(x)dx =

∫ b
a w(x)f(x)Bj(x)dx.

Mßá óçìáíôéêÞ êáôçãïñßá âÜóåùí åßíáé ïé ïñèïãþíéåò âÜóåéò ôá óôïé÷åßá ôùí ïðïßùí åßíáé ïñèïãþíéá, äçëáäÞ
áí x1, x2, . . . , xn ïñèïãþíéá âÜóç ôüôå (xi, xj) = 0, ∀i 6= j.

¸ôóé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ Ý÷ïõìå óôç äéÜèåóç ìáò ïñèïãþíéåò âÜóåéò ôüôå ç ëýóç ôïõ ðáñáðÜíù óõóôÞìáôïò

åîéóþóåùí åßíáé: ai =
∫ b

a
w(x)f(x)Bi(x)dx∫ b

a
w(x)Bi(x)Bi(x)dx

ãéá i = 0 : n. Âåâáéùèåßôå üôé êáôáëáâáßíåôå ãéáôß óõìâáßíåé áõôü.

ÅÜí ç f åßíáé ãíùóôÞ ìüíï óå Ýíá óýíïëï óçìåßùí, ôüôå ôï ïëïêëÞñùìá áíôéêáèßóôáôáé áðü ôï Üèñïéóìá ôùí
ðïóïôÞôùí ðïõ åìðëÝêïíôáé, óôá ãíùóôÜ óçìåßá ôçò óõíÜñôçóçò.

Ðåñéïñéæüìáóôå óôï ÷þñï ôùí ðïëõùíýìùí ìéá ðïõ ìå áõôüí èá áó÷ïëçèïýìå óôéò ðáñáêÜôù áóêÞóåéò.

Ïñéóìüò: Ðïëõþíõìá Legendre Pn, n = 0, 1, . . ., ëÝãïíôáé ôá ïñèïãþíéá ðïëõþíõìá ùò ðñïò ôï åóùôåñéêü
ãéíüìåíï (., .), üðïõ

(f, g) :=
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx
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ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé Pn(1) = 1, n = 0, 1, . . ..

Ðñüôáóç: Ãéá ôá ðïëõþíõìá Legendre, éó÷ýåé ç ðáñáêÜôù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç,

(n + 1)Pn+1(x) = (2n + 1)xPn(x)− nPn−1(x), n ≥ 1,

üðïõ P0(x) = 1, P1(x) = x.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 6. Áðïäåßîôå ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï, üôé ôá ðïëõþíõìá T0, T1 êáé T2, üðïõ T0(x) = 1, T1(x) =

x, T2(x) = 3
2x2 − 1

2 , åßíáé ïñèïãþíéá ùò ðñïò ôï ðáñáðÜíù åóùôåñéêü ãéíüìåíï. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôá óáí
âÜóç óôï ÷þñï P2([−1, 1]) ãéá íá õðïëïãßóåôå ôçí ðñïóÝããéóç åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôçò exp(x). ÊÜíôå
ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò, ôïõ ðïëõùíýìïõ êáé ôïõ óöÜëìáôïò. ÐïéÜ ç ó÷Ýóç ôùí Ti ìå ôá
ðïëõþíõìá Legendre;

ÐÑÏÂËÇÌÁ 7. ¸óôù ôï ðïëõþíõìï p2(x) =
∑2

i=0 aiTi(x), üðïõ T0(x) = 1, T1(x) = x êáé Tn(x) = cos(n ·
cos−1x). Áðïäåßîôå ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï üôé ôá ðïëõþíõìá Ti åßíáé ïñèïãþíéá óå ó÷Ýóç ìå ôç óõíÜñôçóç
âÜñïõò w(x) = 1/ 2

√
1− x2 êáé âñåßôå ôçí ðñïóÝããéóç åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí ôçò ex. Ôá ðïëõþíõìá Ti

ïíïìÜæïíôáé Chebychev. Õðïëïãßóôå ìå ìáèçìáôéêü ôñüðï ôéò ñßæåò ôïõò. ¸÷åôå óõíáíôÞóåé ôá óçìåßá áõôÜ
ðñßí; Óçìåéþóôå üôé:

∫ 1
−1 w(x)Ti(x)Tj(x)dx =

{ 0 , áí i 6= j

π , áí i = j = 0

π/2 , áëëéþò

ÄéáêñéôÜ åëÜ÷éóôá ôåôñÜãùíá.

ÌÝ÷ñé ôþñá áíáöåñèÞêáìå óôçí ðñïóÝããéóç óõíáñôÞóåùí. Ôþñá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ðñïóÝããéóç
äåäïìÝíùí, ðïõ ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ìåôñÞóåéò êáé ìðïñåß íá ðåñéÝ÷ïõí ìéêñü Þ ìåãÜëï óöÜëìá ôï ïðïßï üìùò
äåí ìðïñïýìå íá ðñïóåããßóïõìå.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 8. Ç áðëïýóôåñç ðåñßðôùóç ðñïóÝããéóçò åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí åßíáé ç ðñïóáñìïãÞ ìéáò
åõèåßáò ãñáììÞò óå Ýíá óýíïëï æåõãùí ðáñáôçñÞóåùí x-y. Ç ôáêôéêÞ áõôÞ ëÝãåôáé "ÃñáììéêÞ Ðáëéíäñüìçóç".
Ç ìáèçìáôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò åõèåßáò ãñáììÞò åßíáé y = a0 + a1x + e, üðïõ a0 êáé a1 åßíáé óõíôåëåóôÝò ðïõ
ðåñéãñÜöïõí ôï óçìåßï ôïìÞò ìå ôïí Üîïíá ôùí ôåôáãìÝíùí êáé ôçí êëßóç áíôßóôïé÷á, åíþ e åßíáé ôï óöÜëìá
Þ ôï õðüëïéðï ìåôáîý ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ôùí ðáñáôçñÞóåùí.

Áí Ý÷ïõìå n ìåôñÞóåéò, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn ôüôå ìßá íüñìá ðïõ ìðïñïýìå íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå åßíáé ç åðÝêôáóç ôçò Åõêëåßäåéáò óôïí Rn ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé:

‖x‖2 :=

√√√√
n∑

i=1

x2
i .

Ç ðáñáðÜíù åõèåßá, y = α1x + α0, áðïôåëåß âÝëôéóôç ðñïóÝããéóç åáí ôá α0 êáé α1 åßíáé ôÝôïéá þóôå íá
åëá÷éóôïðïéåßôáé ç

‖y − (α1x + α0)‖2.

Âåâáéùèåßôå üôé óáò åßíáé êáôáíïçôü ãéáôß ìáò áñêåß íá åëá÷éóôïðïéÞóïõìå ùò ðñïò α0 êáé α1 ôçí óõíÜñôçóç
φ(a0, a1) =

∑n
i=1(yi − α0 − α1xi)2.
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Ëýóç. Ç ëýóç éóïäõíáìåß ìå ôçí åðßëõóç ôùí ðáñáêÜôù åîéóþóåùí, ïé ïðïßåò áðïôåëïýí åðáñêåßò óõíèÞêåò
ãéá ôçí åëá÷éóôïðïßçóç:
∂φ
∂a0

= −2
∑n

i=1(yi − a0 − a1xi) = 0 êáé ∂φ
∂a1

= −2
∑n

i=1(yi − a0 − a1xi)xi = 0. Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé÷ôåß
üôé a1 = n

∑
xiyi−

∑
xi

∑
yi

n
∑

x2
i−(

∑
xi)2

êáé a0 = y − a1x, üðïõ y êáé x åßíáé ïé ìÝóåò ôéìÝò ôùí y êáé x áíôßóôïé÷á.
ÂåâáéùèÞôå üôé îÝñåôå ðùò êáé ãéáôß êáôáëÞãïõìå óå áõôïýò ôïõò ôýðïõò.

ÐáñÜäåéãìá. Ãéá 7 ðñïãñÜììáôá õðïëïãéóôÞ ìåôñÞèçêáí ï áñéèìüò ôùí ðñïóâÜóåùí óôï äßóêï (x) êáé ï
÷ñüíïò ÷ñÞóçò ôïõ åðåîåñãáóôÞ (y). Ôá áðïôåëÝóìáôá öáßíïíôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá, ìáæß ìå ôá ãéíüìåíá
x · y, x · x êáé y · y.

x y x · y x · x y · y
14 2 28 196 4
16 5 80 256 25
27 7 189 729 49
42 9 378 1764 81
39 10 390 1521 100
50 13 650 2500 169
83 20 1660 6889 400

∑
x

∑
y

∑
x · y ∑

x · x ∑
y · y

271 66 3375 13855 828

i x y Åêôßìçóç ôïõ y (ỹ) ÓöÜëìá Þ
õðüëïéðï
ei = (y − ỹ)

ÔåôñÜãùíï
óöÜëìáôïò
Þ õðïëïßðïõ

1 14 2 3.4049 -1.4049 1.973744
2 16 5 3.8925 1.1075 1.226556
3 27 7 6.5743 0.4257 0.18122
4 42 9 10.2313 -1.2313 1.5161
5 39 10 9.4999 0.5001 0.2501
6 50 13 12.1817 0.8183 0.669615
7 83 20 20.2271 -0.2271 0.051574

Óýíïëá 271 66 66.0117 SE=-0.0117 SSE=5.86891

Éäéüôçôåò ôçò ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò.

• Ç åõèåßá åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (x, y). Áõôü áðïäåéêíýåôáé áðü ôïí ôýðï ðïõ
ìáó äßäåé ôï α0.

• ∑
y =

∑
ỹ, ãéáôß ∂φ

∂a0
= 0.

• Ôï Üèñïéóìá ôùí õðïëïßðùí, SE, ðñÝðåé íá åßíáé ìçäÝí(ãéá ôïí ßäéï ëüãï ìå ðñéí), åêôüò êáé áí õðÜñ÷ïõí
óöÜëìáôá óôñïããõëïðïßçóçò.

• Ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí õðïëïßðùí, SSE, ðñÝðåé íá åßíáé åëÜ÷éóôç.
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Äåßêôåò ÔéìÝò áðü ôï ðáñÜäåéãìá ÖõóéêÞ Óçìáóßá
SSE =

∑
(y − yy)2 5.86891 ¢èñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí

óöáëìÜôùí
MSE = SSE/n 1.173782 ÌÝóïò ôåôñáãþíùí óöÜëìáôïò
SST

∑
(y − y)2/n 205.7143 Óõíïëéêü Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí.

ÌåôñÜåé ôéò äéáöïñÝò ôïõ y áðü ôïí
ìÝóï üñï

n (áñéèìüò ìåôñÞóåùí) 7
SSR (=SST-SSE) 199.8454
ÓõíôåëåóôÞò ðñïóäéïñéóìïý R2 =
SSR/SST

0.971471 ÌåôñÜ ôçí ðïéüôçôá
ôçò ðáëéíäñüìçóçò

ÌÝóç ôéìÞ ôïõ x 38.71429
ÌÝóç ôéìÞ ôïõ y 9.428571
Åêôéìïýìåíç ìÝóç ôéìÞ ôïõ y 9.430243
ÔõðéêÞ áðüêëéóç 1.083412

Ðßíáêáò 2: Äåßêôåò áîéïëüãçóçò ôçò ðïéüôçôáò ôçò ðñïóáñìïãÞò.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 9. ¸óôù üôé ï ðáñáêÜôù ðßíáêáò ðáñïõóéÜæåé ôçí ôá÷ýôçôá ôïõ äéêôýïõ óôï ÷ñïíéêü äéÜóôçìá
[0, 3] óå 41 éóáðÝ÷ïíôá óçìåßá. Õðïëïãßóôå ôá ðïëõþíõìá âáèìïý 0 êáé 1 ðïõ ðñïóåããßæïõí ôá äåäïìÝíá ìå
ôïí êáëýôåñï ôñüðï. Õðïëïãßóôå üëïõò ôïõò äåßêôåò ãéá ôá ðïëõþíõìá ðïõ èá âñåßôå, üðùò óôï ðáñÜäåéãìá
1. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôï Excel óå üëïõò óáò ôïõò õðïëïãéóìïýò. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí óçìåßùí
áëëÜ êáé ôùí ðïëõùíýìùí óôï ßäéï ãñáöéêü ðáñÜèõñï.

Óçìåßá ÄåäïìÝíá
1 2.07458 1.78801 2.07548 1.97954 2.08945 1.63480
7 2.03053 1.74630 1.79267 1.42920 1.14101 1.32438
13 1.17944 0.93214 0.87631 0.80062 0.69002 0.79622
19 0.73527 0.60637 0.80011 0.95631 0.64858 0.95624
25 0.62853 0.55175 0.90018 1.00167 0.60299 1.05339
31 0.87300 0.99931 1.01089 1.11733 0.95633 1.15222
37 1.09389 0.86498 1.04563 1.11432 1.15554

. ♣

ÁÓÊÇÓÇ 5. Åñãáóôåßôå üðùò Ðñüâëçìá 8 ãéá íá âñåßôå ôïõò êáôÜëëçëïõò ôýðïõò êáé íá õðïëïãßóåôå
ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ ðïëõùíýìïõ 2ïõ âáèìïý ðïõ ðñïóåããßæåé ôá ðáñáðÜíù äåäïìÝíá ìå ôçí ìÝèïäï ôùí
åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí. ×ñçóéìïðïéÞóôå ôï Matlab ãéá ôïõò õðïëïãéóìïýò óáò. Õðïëïãßóôå ôï Üèñïéóìá ôùí
ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí óçìåßùí áëëÜ êáé ôùí ðïëõùíýìùí óôï ßäéï
ãñáöéêü ðáñÜèõñï. ♣

ÁÓÊÇÓÇ 6. ×ñçóéìïðïéÞóôå êáôÜëëçëåò óõíáñôÞóåéò/äéáäéêáóßåò ôïõ Matlab, ïé ïðïßåò åöáñìüæïõí ôçí
ìÝèïäï ôùí åëá÷ßóôùí ôåñáãþíùí, ãéá íá õðïëïãßóåôå ôá ðïëõþíõìá âáèìïý 4 êáé 8, ðïõ ðñïóåããßæïõí ôá
ðáñáðÜíù äåäïìÝíá ìå ôï âÝëôéóôï ôñüðï. Õðïëïãßóôå ôá áèñïßóìáôá ôùí ôåôñáãþíùí ôùí äéáöïñþí, êáé
óõãêñßíåôå ìå ôï áíôßóôïé÷ï Üèñïéóìá ôçò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò. ÊÜíôå ôç ãñáöéêÞ ðñÜóôáóç ôùí óçìåßùí
áëëÜ êáé ôùí ðïëõùíýìùí óôï ßäéï ãñáöéêü ðáñÜèõñï. ♣
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ÅÐÁÍÁËÇÐÔÉÊÇ ÁÓÊÇÓÇ. Ôþñá ðïõ ãíùñßæåôå äõï âáóéêÝò ìåèüäïõò(ÐáñåìâïëÞ êáé ÐñïóÝããéóç ìå ôç
ìÝèïäï Åëá÷ßóôùí Ôåôñáãþíùí) êáé ôéò äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ ôéò ÷ñçóéìïðïéïýìå, åßóôå óå èÝóç íá
áðïöáóßóåôå ðïéÜ ìÝèïäï åßíáé ç êáôÜëëçëç ãéá íá ðñïóåããßóïõìå ôï ðñïößë ôïõ êïñéôóéïý óôï óêßôóï ôçò
öùôïãñáößáò ÷ùñßò íá áëëïéþóïõìå ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò. ×ñçóéìïðïéÞóôå Ýíá ðñüãñáììá (ghostview, gs,
gv ... etc) ãéá íá âñåßôå ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôùí óçìåßùí ôïõ ðñïößë. Èá ðñÝðåé íá ôçñÞóåôå ôç êëßìáêá þóôå
íá ìçí áëëÜîïõí ïé áíáëïãßåò. ♣

Ó÷Þìá 7. Âñåßôå ôçí ðéï êáôÜëëçëç ìÝèïäï ãéá íá áíáðáñáóôÞóåôå ôç ãñáììÞ ôïõ ðñïößë ôïõ êïñéôóéïý

Ïäçãßåò ðáñÜäïóçò: Ëýóôå ôéò 7 ÁóêÞóåéò ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé ìÝóá óôï öõëëÜäéï-óçìåéþóåéò. Ðáñáäþóôå
ôïí Matlab êþäéêá, ôï áñ÷åßï Excel êáé ôï êåßìåíï ìå ôá ó÷üëéá óáò ìÝóù ôïõ eClass. Ôá ÐñïâëÞìáôá åßíáé
ðñïáéñåôéêÜ.

ÊáëÞ åðéôõ÷ßá.
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